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IDEA DE LUGAR GEOMETRICO EN EL PLANO.
CONICAS

1. INTRODUCCION

En este trabajo proponemos una unidad didactica destinada al alumnado que ha
superado la etapa obligatoria de la ensefianza; nos encontramos en el primer afio de
Bachillerato cuya principal caracteristica es el ser un ciclo de ensefianza post-
obligatorio donde los escolares principalmente desea continuar su etapa educativa. Los
aspectos de la ensefianza deben de ir bien dirigidos tanto a cubrir necesidades
académicas para cursos posteriores como necesidades propias para la resolucion de
problemas de la vida cotidiana. En este ambito, se debe de tener siempre presente en el
aula la importancia de las Matematicas como elemento de la cultura.

El proceso educativo que proponemos en la presente unidad, estara caracterizado por la
busqueda de la motivacion y el interés del alumnado, por lo que sera fundamental
destacar la importancia de las cénicas en la vida cotidiana.

Un elemento muy importante va a ser el uso de las nuevas tecnologias de forma
eficiente y razonada para mejorar el aprendizaje e introducir una nueva forma de
metodologia practica acorde a la era de la informacion en la que vivimos. Por esta
razon, una actividad muy importante para completar el aprendizaje va a ser la
representacion de las conicas mediante el ordenador.

La unidad didactica que presentamos esta estructurada en cinco apartados. EI primero
contempla la aportacién de la revision curricular. En el segundo apartado, aparece la
planificacion de dicha unidad mediante la historia de las conicas, mapa conceptual,
sistemas de representacion, fenomenologia, expectativas de aprendizaje, competencias,
errores y dificultades involucrados en el tema, metodologia, tipo de evaluacion y
criterios e instrumentos de evaluacién. La parte tercera, contiene la planificacion de la
ensefianza, es decir, objetivos de etapa y especificos, contenidos, sesiones Yy
temporalizacion. A continuacion en la cuarta, se destaca una breve conclusion. Y por
altimo, aparece la bibliografia consultada.

2. PLANIFICACION DE LA UNIDAD DIDACTICA

La investigacion en la Educacién Matematica pone de manifiesto que para planificar
una unidad didactica es fundamental revisar la ubicacion y tratamiento de cada uno de
los topicos que se consideran en el Curriculo del Ministerio y en el de la
correspondiente Comunidad Auténoma en la que nos encontramos trabajando (Rico,
1997).

Por tanto, a continuacion comentaremos la ubicacion y tratamiento en el disefio
curricular del Ministerio y la Comunidad Auténoma Andaluza.

Los contenidos que corresponden a nuestro tema “ldea de lugar geométrico en el plano.
Conicas” queda reflejado muy escuetamente en el curriculo concretamente en el Real
Decreto 1467/2007 del 2 de noviembre por el que se establece la estructura de
Bachillerato y se fijan las ensefianzas minimas (Ministerio de Educacion y Ciencia,
2007b). Podemos obtenerlo en el apartado de Matematicas | de la modalidad de
Bachillerato Ciencias y Tecnologia en el bloque de Geometria, dicho tema aparece
tratado conjuntamente con los contenidos relativos al espacio.
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También podemos destacar que en la Orden 2220/2007 del Curriculo de Secundaria
(Ministerio de Educacion y Ciencja2007a), en el area de Matematicas se habla de una
conica concreta, la circunferencia, pero como figura plana. Literalmente se hace
referencia de la siguiente forma: “La circunferencia y el circulo: descripciéon, elementos
y propiedades. Arco de circunferencia. Angulo inscrito y angulo central. Sector y
segmento circular.”

También se pueden observar algunas indicaciones metodoldgicas que consideramos
oportunas a tener en cuenta en la unidad didadtloasterio de Educacion y Ciencia
2007a):

* En la ensefianza de las matematicas debemos disponer de diferentes
herramientas que nos ayuden a motivar a los jovenes a utilizarlas, dentro y
fuera del aula, para encontrar soluciones a determinadas cuestiones
relacionadas con su vida cotidiana o con su aplicacibn en otras areas.

» Las opciones metodolégicas que se tomen van a ser fundamentales, incluso mas
que la propia introduccibn de unos u otros contenidos.

» La utilizacion racional de las herramientas tecnoldgicas. El uso adecuado de
calculadoras y software especifico en el aprendizaje de los contenidos
matematicos mejora el desarrollo cognitivo en aspectos como el sentido
numérico, la visualizacibn o la relacion entre diferentes contenidos.

» ElI empleo de calculadoras y programas informaticos en la Educacion
secundaria obligatoria esta especialmente indicado en la comparacion,
aproximacion o las relaciones entre las diferentes formas de expresar los
nameros, en el estudio de la geometria dinamica y en los contenidos
relacionados con la utilizacion de graficas y, en general, en la interpretacion,
tratamiento y representacion de la informacion.

* La fuerte abstraccion simbodlica, el saber matematico, deben tener en esta
materia una relativa presencia. Las férmulas, una vez que se las ha dotado de
significado, adoptan un papel de referencia que facilita la interpretacion de los
resultados pero, ni su obtencion, ni su calculo y mucho menos su memaorizacion,
deben ser objeto de estudio. Por su parte, las herramientas tecnolégicas ofrecen
la posibilidad de evitar tediosos calculos que poco o nada aportan al
tratamiento de la informacién. No por ello debe dejarse de trabajar la fluidez y
la precision en el calculo manual simple, donde los estudiantes suelen cometer
frecuentes errores que les pueden llevar a falsos resultados o inducirle a
confusién en las conclusiones.

Ahora vamos a llevar a cabo el Analisis Didactico de nuestro tema para explorar y
organizar toda la complejidad del tema de conicas. Este andlisis se apoya en los trabajos
de Gémez (2007) y Lupiafiez (2009), y se estructura easire fases: analisis de
contenido, analisis cognitivo, analisis de instruccion y analisis de actuacion. En el
apartado de planificacién, nos centramos en los tres primeros, cuyo desarrollo completo
aparece en el anexo adjunto. En este documento, nos centraremos en el andlisis de
contenido y en el analisis cognitivo y, abordaremos una descripciéon dando respuesta a
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las principales cuestiones que proponen estos andlisis y otras facetas claves de la
planificacion.

3. ANALISIS DIDACTICO DEL TEMA: “IDEA DE LUGAR GEOMERICO EN
EL PLANO. CONICAS”

Para confeccionar este apartado nos hemos centrado en dar respuesta a diferentes
cuestiones que permiten organizar la informacion mas relevante para el analisis de este
tema. Las cuestiones que hemos considerado son:

e ¢COmo surgieron?

e ¢Qué son? ¢;Como nos relacionamos con ellas?

e ¢ COmo pueden reconocerse?

o ¢Para qué sirven?

* ¢ Qué expectativas de aprendizaje tenemos?

* ¢ Qué limitaciones pueden surgir en el proceso de ensefianza-aprendizaje?
e ¢ COmo planificamos la ensefianza?

* ¢Como evaluamos el aprendizaje del alumnado?

En la primera cuestion abordamos el origen hist@&tas conicas, en la segunda
planteamos los contenidos que envuelve el tema, con la tercera nos centramos en los
distintos sistemas de representacion, en la siguiente estudiamos dénde podemos
encontrar las conicas en la vida cotidiana, en la quinta mostramos las expectativas
especificas del tema, en la posterior cuestion hablamos de los principales errores y
limitaciones que presenta el alumnado ante dicho tema, para la séptima nos centramos
en la metodologia seguida y por ultimo presentamos la evaluacion junto con sus
criterios e instrumentos ademas de los criterios de calificacion.

3.1. ,COMO SURGIERON?

Para llegar a entender completamente un concepto hay que conocer sus origenes: cOmo
surgieron, cuando, cOmo, por qué, etc.

En primer lugar, podemos pensar que las formas del sol y de la luna debieron influir
decisivamente en el temprano descubrimiento y consagracion de la circunferencia como
la forma geométrica plana mas regular. Podemos encontrar construcciones
arquitecténicas con esta forma a partir del siglo XIX a.C., lo que configura a la
circunferencia, después de la recta, como el primer lugar geométrico conocido y
utilizado por la humanidad.

Para encontrar otros nuevos, hay que esperar hasta la cultura griega de los siglos V y IV
a.C. Por entonces surgen tres problemas clasicos: la cuadratura del circulo, la
duplicacién del cubo y la triseccion del angulo. El problema de la duplicacién del cubo
fue el mas famoso en los tiempos de los antiguos griegos. Hay dos narraciones
diferentes dadas por comentadores posteriores sobre los origenes del problema.
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La primera fue transmitida por Eratdstenes. Este, es su obra titulada Platonicus relata
que, cuando el dios anuncio a los delianos (este problema también se llama problema de
Delos) a través del oraculo que, para deshacerse de una plaga, debian construir un altar
del doble del que habia, sus artesanos quedaron desconcertados en sus esfuerzos por
descubrir como podian hacer un sélido que fuera el doble de otro sélido similar; por ello
fueron a preguntarle al respecto a Platon, quien respondié que el oraculo queria decir no
gue el dios quisiera un altar del doble del tamafo sino que deseaba, al imponerles la
tarea, avergonzar a los griegos por su descuido de las matematicas y su desprecio por la
geometria.

Eutocio, en su comentario $obre la esfera y el cilindrde Arguimedes, dio una
version un tanto distinta. Esta se supone que es una carta escrita por Eratdéstenes al Rey
Tolomeo y, aunque la carta es una falsificacion.

Muchos sabios y fildsofos se ocuparon de la resolucion de estos problemas y, aunque
sin demostrarlo rigurosamente, pronto se dieron cuenta que la solucidon era imposible
utilizando sélo la regla y el compas un namero finito de veces.

En aquella época so6lo se admitian dos maneras de definir curvas: con composiciones de
movimiento uniformes y como interseccion de superficies geomeétricas conocidas.
Menecmo (IV a.C.) descubri6é que las secciones planas de un cono servia para resolver
la duplicacion del cubo. Desde el siglo anterior, se conocia la cuadratura de un
rectangulo. La resolucion de este problema era equivalente a la resolucion de la
duplicacion del cubo pues tomando a como la arista del cubo inicial y b=2 a, la

expresion de la media geométrica%(z g =% ) conduce ax? = ay; y% = 2ax, es
decir, x3 = 2a? vy, por tanto, x seria la longitud del cubo cuyo volumen es el doble del
dado. Menecmo trat6 de resolver este problema hallando curva cuyos puntos verificasen

las dos ecuaciones anteriores, y esto lo consiguié seccionando un cono rectangulo con
un plano perpendicular a una de sus generatrices, obteniendo la parabola:

Menecmo descubrié también la elipse y la hipérbola, seccionando conos acutangulos y
obtusangulos respectivamente con planos perpendiculares a una de sus generatrices. Por
esto, en esta época, estas curvas recibian el nombre de oxiotoma (elipse), amblitoma
(hipérbola) y ortotoma (parabola).
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Hemos sefialado que Menecmo obtenia los tres tipos de curvas a partir de conos rectos
de tres tipos distintos, segun que el angulo del vértice fuese agudo, recto u obtuso, y
siempre tomando secciones perpendiculares a una generatriz. Afilos mas tarde, Apolonio
las obtiene utilizando un cono circular cualquiera variando la inclinacion del plano
secante y, a partir de esto, descubre una propiedad plana que caracteriza a cada una de
las secciones, es decir, una caracterizacion de estas curvas como lugares geométricos.
Fue él también quien le dio el nombre que aln hoy conservamos: elipse viene del
término griego elleipsis que significa insuficiencia; hipérbola viene de hiperbolé que
significa exceso y parabola viene de parabole que significa equiparacion (estos

nombres provienen del estudio de sus ecuaciones reducidas). Apolonio también
introdujo el estudio de tangencias, didametros y rectas normales.

3.2. ¢ QUE SON? {COMO NOS RELACIONAMOS CON ELLAS?

Tras haber estudiado el origen de las conicas yddedproceden, nos aproximamos al
concepto en si a través de varias vias principales.

El estudio conceptual que hemos desarrollado sobre este tema se recoge en el siguiente

mapa conceptual que abarca los contenidos fundamentales que organizan el tema, y que
comentaremos seguidamente.

Angulo

-Focos
e e -Centro
Flami: === — = -Elementos— | -Ejes de
simetria
-Excentricidad Vértices
-Distancia
2 focal
- Retaciones Asindotas
metricas -Directriz

E e P T T P B R e e
-.'.—':-::- es SO _-.!n‘

Bisectriz  «——FRNNN BT 1= T N I
Mediatriz 7’
s

Dandelin

- Ecuacion — Polar
propia -Reducidao
cartesiana

NO DEGENERADAS

DEGEMERADAS Recta doble

| | [ Par de rectas secantes ]
| Circunferencia | [ Elipse | [ Hipérbola | | Parabola |

B acaia podemaos establecer
: I

Las posiciones relafivas de una recta respecto
A Unaconica

1]

T rectatangente y rectanomala una conica

Como se recoge en el mapa conceptual, un primer modo de definir el concepto puede
ser el cono, realizando las diferentes secciones posibles y estudiando el resultado
obtenido. Esta forma de presentarlas nos permite hacer una clasificacion de éstas,
atendiendo a si la seccién contiene el punto singular del cono o no, dividiéndolas asi en
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degeneradas (si lo contienen) y no degeneradas (no lo contienen). Nuestro estudio se
centrara en estas ultimas, ya que presentan propiedades mas interesantes y nos permiten
realizar una investigacién mas profunda y caracterizarlas y expresarlas de varias formas.
Son: la circunferencia, la elipse, la parabola y la hipérbola.

Una segunda forma de definir las diferentes conicas es como lugares geométricos del
plano, basandonos en propiedades que caracterizan a cada uno de ellas, enriqueciendo
esta presentacion con la construccion grafica de las diferentes conicas.

Un tercer modo, y ultimo, de definirlas es mediante sus ecuaciones cartesianas o0 su
ecuacion general, estableciendo propiedades sobre los parametros que intervienen y que
las caracterizan.

Una vez realizada la descripcion matematica del tema, pasamos al estudio de numerosos
elementos que intervienen en cada una de las cénicas (Focos, centro, ejes, distancia
focal, excentricidad, asintotas,..), y de sus propiedades que nos ayudan recordar las
diferentes cOnicas y sus caracteristicas.

Asi mismo, estudiamos las distintas ecuaciones,(polar, cartesiana), por las que puede
venir definida una misma cénica. Ademas completamos el estudio con las diferentes
representaciones que se pueden realizar de las conicas, desde su construccidn con regla
y compas, con papiroflexia, seccionando un cono, o0 su representacion analitica, hasta
ver la cantidad de ejemplos de la vida real en las que intervienen.

Sin duda, otro procedimiento interesante para llevar en el estudio de las coénicas es el
estudio de posiciones relativas, tanto entre algunas conicas como entre conicas Yy rectas,
gue nos permitira definir los conceptos de recta tangente y recta normal a una coénica.

A pesar de todo, el estudio recoge en rasgos generales todo un arsenal de conceptos
relacionados que se comentaran a continuacion.

A la hora de interpretar, manipular y establecer relaciones con las conicas llevamos a
cabo diferentes procedimientos que podriamos agrupar en cuatro categorias generales:

Origen

Entender, interiorizar y abstraer el origen geométrico de las curvas conicas como
secciones del cono y como lugar geométrico a través de:

* Visualizaciones.

» Manipulacion directa con el cono.

» Interpretacion de las relaciones entre cada figura y éangulo de cada
seccion.

» Interpretacion y relacion de cada idea de lugar geométrico con la conica
asociada (construccion y manipulacion con geogebra).

= Asociacion de esta idea con fenomenos de la vida (lampara cénica, problema del
jardinero).
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Formula

Establecer relaciones y caminos entre las distintas representaciones da cada figura.
Resolucion de problemas analitico-graficos.

» Representacion de una cénica a partir de ecuacion polar o analitica.

» Paso de una representacion simbolica a otra (polar-analitica y viceversa).

» Deduccion de ecuaciones a partir de la grafica.

» Diferenciacion del tipo de conica a partir de su formula.

» Resolucion de problemas de construccion a partir de diferentes datos.

» |dentificacion de puntos notables (centro, focos, vértice,..).

» Relacién de distintas figuras con sus propiedades (excentricidad, asintotas).

Como es en el caso de la elipse:

7
cl'/
-3 e N
A O\
4 A = i |@ P ')B
|
e /
\_\_\_h_‘_‘_‘__l /

Conicas vy rectas

Construir 'y relacionar rectas notables asociadas a las  conicas.
= Calculo de recta tangente y normal a partir de la ecuacién simbdlica.
= Comprension de las posiciones relativas entre recta y conica.
» Representacion de la idea de tangencia, asi como la de secante y la de exterior.

Resolucion de problemas

Resolucién de problemas métricos y geométricos.

= Construccién de una conica a partir de informacién meramente verbal o textual
(a través de la idea de lugar geométrico). Bien se graficamente o con el
ordenador.

= Observacion mediante el calculo y la resolucion de problemas aquellas
cuestiones que se simplifican a través del uso de las conicas.

Como hemos visto hay diversos procedimientos implicados y de diverso tipo. Tiene un
gran peso la parte analitica pues en el trabajo con conicas una gran parte del trabajo se
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hace a través de su formula. La parte visual, geométrica e interpretativa es tan
ingrediente fundamental y aquellos procedimientos que permitan relaciona
conceptos con otros (resolucion de problemas) y los que permitan relacic
conceptos con situaciones reales y tangibles (aplicacic

3.3. (,COMO PUEDEN RECONOCERSE’

Una vez contestadas las preguntas anteriores cabe preguntarse cOmo se
reconocer o representar las conicas. Hay varias formas de representar a las las
gue hemos seleccionado para el nivel que corresponde a este tema son: s
numerica, tecnologica, manipulativa y grafica. Los sistemas que se prese
continuacion no son aislados o independientes. Todos ellos estan intim
relacionadosEjemplificamos en el caso de la elif

Simbdlica

Este sistema de representacion se basa en la identificacion de una cénica a tra
ecuacion. Esta ecuacion puede ser de tres -

= Ecuacion general
» Ecuacion polar
»= Ecuacion cartesiar

Estos tres tipos de ecuaciones no son independientes, podemos pasar de u
haciendo unas simples transformaciol

Vamos a ejemplificar en el caso de la eli

> Ecuacion general:

Bx2+Cy2+ny+Fx+Gy+H=D.
con la condicion d

> Ecuacion cartesiar

IQ yE
2=l
» Ecuacion polar:
a(l —e?)
)= ————
p(6) 1 4+ ecosf
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Numérica

Una conica se puede representar de forma numérica a través de dos maneras
mediante:

Una matriz. Esta forma esté intimamente ligada con la ecuacion general de una
por tanto con la forma simbalic

La relacibn que las coénicas tienen con sus elementos asociados (focos,

excentricidades,...)

Concretamente, la forma matricial

dop dpp g || L
(1 x Jf) STRRCTESVE | B il

donde
D " &
Gop s Gy 8 Ay =0 Ay =dyy = Ay =a = o A =y =
Para ladipse:
1+3x+2y+x2—431}’+Ty2=D,
f A
1 2
2z
3
(1 X y) — 1 -2{]|x[=0
2
1 -2 7 y

La relacion que la elipse tiene con elementos asociados es:

Si representamos por 2 a la longitud del hilo que hemos considerado para di
elipse, podemos hallar la medida de algunos elementos de la elipse y las relaciol
ellos.

Consideraremos que 2 b representa
longitud deleje menor, es decir, que CD =
b, y que 2 c representa la distancia foca
decir, F1F2=2c.
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Puesto que A es un punto de la elipse, se verifica que AF1 + AF2 =2 a,ycomo AF1 =
B F2, se tiene que:

AB=BF1+AFl=BF1+BF2=2a
Luego la longitud del eje mayor es: AB=2 a
Puesto que C es un punto de la elipse, se verifica que CF1 + CF2 =2 a, y como C
también es un punto de la mediatriz del segmento F1 F2, cumple que CF2 = CF1. Asi
pues:

CF2+CF1=CF2+CF2=2 aBF2 =a

Observemos que en la figura el triAngulo COF es rectangulo, luego podemos afirmar
que:
2 b?+c?

Al variar la distancia focal, manteniendo constante el semieje mayor a, varia el
achatamiento de la elipse. Este se mide mediante un nimero que se denomina
excentricidad definido como el cociente entre la semidistancia focal y el semieje
mayor:

c
e = —
a

Grafico
La representacion grafica de la elipse se puede abordar desde dos perspectivas distintas:
= Como representacion plana. Este tipo de representacion esta muy ligada a la
representacién numérica a través de sus elementos.
= Como seccion de un cono. La conica se representa a partir de la seccion de un
cono mediante un plano. Variando la inclinacion de este podemos conseguir las
cuatro conicas.

Representacion gréafica plana de la elipse

B

= Sean Fy F'los focos de la elipse.
= Ladistancia de F F' se llama distancia fogak designa por 2c.
= El punto medio O del segmento FF' se llama centro de la elipse.

Pagina 13



= El segmento BB' mediatriz del segmento FF' se llaj@anenoly su longitud es
2b.

= El segmento AA' se llama eje maya® la elipse y su longitud es 2a.

= Los segmentos PF y PF' se llaman radios vectpsssuma es igual a 2a.

= Los semiejes a, b y ¢ de la elipse forman un triangulo rectangwdrar ¢

. c .. .
= El cocientee = ~ se llama excentricidad de la elipse.

Representacion espacial de la elipse como secci@ode

Manipulativo

Una de las maneras con la que podemos abordar la representacién de las cénicas es de
forma manipulativa, esto es, utilizando las herramientas necesarias podemos representar
cualquiera de las cuatro conicas. Los métodos seleccionados en este caso son:

= El cono de madera. Este material manipulativo permite obtener las conicas como
secciones del cono. El cono tiene las secciones que dan lugar a las cuatro
conicas.

* Problema del jardinero. Utilizando dos palos y una cuerda de longitud fija,
podemos representar a la elipse.

» Papiroflexia. Podemos representar a las cuatro conicas utilizando Unicamente
papel. Las propiedades de simetria y reflexion de éstas, permiten obtener de
forma aproximada sus representaciones mediante pliegues de un papel.

* [luminacion. El uso de una lampara con tulipa circular o el uso de una linterna
junto con una superficie esférica como puede ser un balon nos permite
representar a las conicas mediante sombras variando la posicion de la luz con
respecto al objeto.

Para la elipse, tenemos:

» Construccion de ésta con el método del jardinero:

Para dibujar la elipse en la tierra, ha puesto dos estacas en el suelo separadas una cierta
distancia y esta utilizando una cuerda con sus extremos unidos. El jardinero tensa la
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cuerda con las dos estacas y una vara que sujeta con la mano y dibuja la elipse creando
un surco con la vara mientras se asegura de que la cuerda siempre forma un triangulo:

» Papiroflexia

Podemos construir las diferentes cénicas con un simple papel haciendo uso de la
papiroflexia. Posteriormente, lo propondremos como actividad y lo veremos mas
detalladamente.

» Cono de madera

Nos referimos a un material consistente en un doble cono de madera al que se le van
guitando piezas y podemos ir visualizando las diferentes cénicas. Puede ser algo
parecido a lo siguiente:

Las secciones coénicas conocidas como # El corte vertical, paralelo al eje vertical del
circunferencia, elipse, hipérbola y parabola son cono, genera una hipérbola.

generadas a partir de cortes en distintos planos ;

de un cono. Hipérbola
7 El corte horizontal, paralelo a la base del cono,
genera una circunferencia.

‘ Circunferencia

;\‘E[ corte diagonal, paralelo a uno de los lados
del cono, genera una parahcla.

'

Parabola.

VAN

Todas esias curvas son llamadas cénicas y se

Elipse estudian en |la geometiria analilica, siendo utiles
para el analisis de las orbitas de los planetas, la
trayectoria de los proyectiles y el calculo de
areas.

P El corte diagonal, respecto del eje horizontal
del cong, genera una elipse.
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Tecnoldgica

Los programas informaticos actuales son de gran utilidad para la representacion de
conicas. Son muchas las formas en que podemos representar una conica en estos
soportes:

Simbdlica Introduciendo algunas de los tres tipos de ecuaciones.
Numeérica.Indicando cual es la matriz o los elementos de la conica.
Grafica.Representando directamente la conica.
Los programas que podemos utilizar para ello son, entre otros, los siguientes:
= Geogebra.
= Cinderella.
= Cabri.
= Mathematica.

Concretamente para la elipse tenemos:

> Video de youtube

En el siguiente enlace podemos ver un video de la construccion de una elipse con regla
y compas:

http://www.youtube.com/watch?v=1c8WKA2yUVE

» Geogebra

Con este programa podemos construir una elipse teniendo en cuenta sus propiedades,
sobre todo, que la suma de la distancia de cualquier punto a los focos es constante:

[U GeoGebra - Ellipse_Tangenten.ggb IL.E.]]
Datei  Bearbeiten Ansicht  Einstellingen Fenster  Hilie

j Frese Objekie

3 h=E2 Y

& ell: 3=+ 16y = 144
j Abhangige Objekle

@ Fy = (265, 0)

@ F, = 65,0

4 aiy= 0¥ + 317

@ hey=7F0x -8.92

4 oA be « iy = 144

Madus: Polare oder konjugieder Durchmesser iy=1:1
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Ademas, existen hojas dinamicas en las que podemos mover los focos y ver lo que
ocurre, como por ejemplo en la siguiente pagina:

http://centros5.pntic.mec.es/ies.victoria.kent/Rimetsimulaci/Elipse/Elipse.html

Como se menciond al principio todos estos métodos de representacion estan
relacionados. El siguiente esquema muestra las posibles representaciones de las conicas
junto con las relaciones existentes entre ellas.

Sistemas de representacion

Simbadlico < > | Numérico | <« » | Tecnoldgico
A
<+
]
4_. Teea Relacionar conicas Cinderella
Ec. polar -« con los valores de
D sus elementos
Ec b asociados (foco, .
i . excentricidad, etc.) Mathematica
Cartesiana i
o reducida -« . .
/’ Manipulativo
Gréfico .
Linterna,
Representacion Seccion balén.
plana * conica
Problema
Papiroflexia ‘ jardinero

3.4. ¢ PARA QUE SIRVEN?

En la figura siguiente mostramos las relacioneschasntre algunas subestructuras
matematicas de las conicas y diversos fendmenos y campos de problemas en los que
aparecen dichas subestructuras organizadas por tipo de situaciones.
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FENOMEMOLOGIA DE LAS CONICAS |

Subestructuras Matematicas Situaciones I

CIENTIFICA

LUGAR GECMETRICD

SECCION DE UN COMO

PROPIEDADES DE REFLEXHY

FORMA: APARIENCIA ESTETICA

RECTAS TANGENTE Y NORKAL

PROPIEDADESMETRICAS

CENTRO Y FOCODS

ECUACION AMALITICA

DISTANCIAFOCAL ©

ESTRUCTURAS MATEMATICAS Circunferancia |

A la hora de estudiar la fenomenologia de las coénicas, y relacionarla con las
subestructuras asociadas, podemos encontrar infinitos ejemplos. En este estudio nos
reduciremos a una muestra por la imposibilidad de enumerarlos todos. La importancia
fundamental de las codnicas reside en el aparato sensitivo del hombre mismo. Su
capacidad de percepcion depende principalmente del ojo. El hombre, es ante todo, una
criatura que mira, y los rayos luminosos que penetran en el ojo o que de él parten en
direccion contraria para construir la vision forman un cono. Nos hemos centrado en la
conica que desde nuestro punto de vista muestra mas relevancia en este apartado.
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LA ELIPSE

La elipse es la curva que describen los planetas en su giro alrededor del Sol, pero, por
razones obvias no podemos verla tal cual. Encontrar elipses a nuestro alrededor,
aparentemente es dificil, pero sélo aparentemente. Vamos a ver a continuacion algunos
ejemplos.

» ARQUITECTURA

Las formas arquitectonicas constituyen, como las pictdricas o las escultéricas, un
lenguaje que contiene la posibilidad de transmitir mensajes.
Para Rudolf Arnheim las formas tienen e
determinado efecto psicol6gico sobre quien FELLZEFTNERLIET
contempla, efecto derivado de sus intrinseq aRicsLopena

: ' ) h De forma'eliptica
cualidades expresivas. Asi, la linea horizon
comunica estabilidad, la vertical es simbolo
infinitud, de ascension; una voluta ascende
es alegre, mientras que si por el contrario
descendente comunica tristeza; la linea re
significa decision, fuerza, estabilidad, mientr
gue la curva indica dinamismo, flexibilidad; |
forma cubica representa la integridad, el circy
comunica equilibrio y dominio, mientras que
esfera y la semiesfera (cupulas) representan la
perfeccion.
La elipse, por su parte, al contar con dos centros comunica inquietud, inestabilidad.

Subestructura asociadacos
Clasificacion:publico

En muchas ciudades es facil encontrar plazas de plig;
eliptica, normalmente conocidas por el nombre de "pl&
eliptica". Por ejemplo, en Madrid y Bilbao existen plazas &
este tipo. Sin embargo, la plaza de planta eliptica mas fa

Vaticano.

También podemos encontrar edificaciones con planta eliptica. Un ejemplo es la iglesia
del Monasterio de San Bernardo, mas conocido por "Las Bernardas" en Alcala de

Henares. Un templo con una Unica nave y planta eliptica, con cupula del mismo trazado.
En sus muros se abren seis capillas, cuatro de ellas también de planta eliptica, con
diferentes tamafos de sus portadas.
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Monasterio de San Bernardo, "Las Bernardas", en Alcéd de Henares

Igualmente, se utiliza la propiedad reflectante aelipse en la acustica con el objeto

del disefio y construccién de "galerias de murmullos": si la forma de la cupula de un
auditérium o de una galeria es eliptica, entonces un susurro o murmullo débil emitido en
un foco no es casi percibido en la mayor parte del salén excepto en el otro foco.

Esto ha sido utilizado en el Salon de las Estatuas del Capitolio de Washington D.C., en
el Tabernaculo Mormén en Salk Lake City, en la denominada "Galeria de los Suspiros"
en el Convento del Desierto de Los Leones cerca de Ciudad de México, y otras
edificaciones.

En el famoso Taj Mahal, construido en el siglo XVII (16301652) en la India por el
emperador Sah Yahan en honor de su esposa Mumtazi Mahall, uno de los maximos
logros de la arquitectura mogol, tiene una galeria de los suspiros en donde anteriormente
a la pareja en luna de miel se le colocaba en los respectivos focos, de tal forma que el
novio murmuraba la frase: “A la memoria de mi amada inmortal”, la cual era solamente
escuchada por su novia situada a una distancia de algo mas de 15 m.

Subestructura matematidaropiedades de simetria de la elipse.
Clasificacion Social.

» LEYES DE KEPLER

Estudiando una gran cantidad de datos experimentales, Kepler (1571 — 1630) determino
empiricamente los tres siguientes hechos sobre el movimiento de los planetas conocidos
como las leyes de Kepler:

1. La Orbita de cada planeta es una elig
con el sol en uno de los focos.
2. El radio vector trazado desde el sol bai
areas iguales en tiempos iguales.
3. Los cuadrados de los periodos de |
planetas son proporcionales a los cubos
los semiejes mayores de la Orbita eliptica.

Newton (1642 — 1727) partiendo de estas tres leyes empiricas y utilizando elementos del
calculo diferencial e integral pudo deducir la ley de gravitacion universal: "la fuerza que
ejerce el sol sobre un planeta es una fuerza de atraccién radial e inversamente
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proporcional al cuadrado de la distancia entre los dos centros del sol y del planeta y
viene dada pofF = GT:—IZW dondem: masa del planetdl: masa del sol y constante de
gravitaciéon universal".

“Los planetas en su movimiento alrededor del Sol describen orbitas elipticas en uno de
cuyos focos se encuentra el Sol” (Primera Ley de Kepler, 1609).

En la Fisica, la elipse y la parabola aparecen en muchas leyes importantes. Es, quiza, en
la Mecénica (parte de la Fisica que trata del equilibrio y del movimiento de los cuerpos
sometidos a cualquier fuerza) en donde la encontramos de forma mas inmediata.

En el Universo, el movimiento mas frecuente de estrellas, planetas, satélites, etc. es el
descrito mediante trayectorias elipticas (la circunferencia es un caso particular de
elipse). Esto es asi porque, a grandes distancias y para objetos sin carga eléctrica neta
importante, la fuerza principal que gobierna este movimiento es la Fuerza Gravitatoria.
Fue el gran fisico y matematico Isaac Newton (16421727) quien formulé la Ley de la
Gravitacion que explica los movimientos de los planetas y satélites en el Sistema Solar.
Esta ley reune las tres leyes de Kepler en una sola:

en donde:

F = fuerza de atraccion,

G = la constante de gravitacion universal,

My m = las masas del Sol y el planeta y

R = la distancia al foco de la elipse, ocupado por el Sol.

Ec: Energia Cinética

Ep: Energia Potencia

Si la energia cinética es menor en valor absoluto a la energia potencial, entonces ello
quiere decir que el satélite no tiene la suficiente velocidad como para separarse de la
Tierra, su trayectoria sera, entonces, una curva cerrada: una elipse.

Si la energia cinética es igual a la energia potencial en valor absoluto, la elipse pasa a
ser una parabola; ello quiere decir que el satélite tiene la velocidad justa para abandonar
la Tierra para siempre.
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Si energia cinética es mayor en valor absoluto que la energia potencial, entonces, la
trayectoria seria una hipérbola, el satélite viajaria hacia el infinito.

Subestructura asociadacos
Clasificacion:Cientifico

» OTROS

La elipse aparece en otras leyes de la Mecanica, ademas de las que se presentaban al
principio del articulo, quizas no tan importantes o conocidas. La comprension de tales
leyes requiere del conocimiento de ciertos conceptos y magnitudes fisicas: momentos de
inercia, momento angular, velocidad angular, frente de ondas, etc.. Citaré, brevemente,
algunos ejemplos.

Elipses en el movimiento armoénico simple

Uno de los movimientos mas importantes en la Nagmsaks el movimiento armonico
simple (MAS), que es un movimiento
periodico, oscilante, en torno a un punto,

T : centro de oscilacién. Por ejemplo: una
vl masa colgando de un resorte. Si
estiramos el resorte y luego lo soltamos,
Y la masa empezara a subir y a bajar en un
f N MAS. En este fendmeno, nos
\\ /‘; encontramos a la elipse en la
sy | b representacion del movimiento en el
== espacio de las fases, es decir, en la
representacion de la velocidad del peso

(eje Y) frente al espacio recorrido

respecto al centro de oscilacion o de

equilibrio (eje X).

VV

Subestructura asociadacuacion analitica.

Clasificacion Cientifico.
Elipse de inercia en el sélido rigido

En el estudio del sdlido rigido aparece

[lamada” Elipse de Inercia”. Supongamos ul
placa a la que podemos hacer girar en torn
ejes de rotacion contenidos en la misma ple
y que pasan por su centro de masas (0 cel
de gravedad, c.d.g.). Los puntos sobre |
distintos ejes y cuya distancia al centro ¢
masas es inversamente proporcional

cuadrado de su momento de inercia form
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una elipse, la “Elipse de Inercia”. Esta elipse es muy importante para determinar la
resistencia de los materiales (vigas, etc) a la flexion. Una barra es mas resistente a la
flexion en la direccion del eje mayor de la elipse de inercia de su seccién transversal.

Las flechas representan la carga sobre la viga.

Subestructura asociadecuacion.
Clasificacion:Cientifico.

> PROPIEDAD OPTICA

En geometria plana se demuestra el siguiente resultado: Si se tiene un tAdBQylo
un punto D sobre BC entonces:

AD es bisectriz del angulo.

2ac & 22

-£
y DC b

C . . :
B D Esta propiedad permite construir la normal y
por ende la tangente en un punto cualquiera
de la elipse.

Al unir el puntoP1 de la elipse co’ y conF, puede demostrarse que la bisectriz del
anguloF'P1F es la normahn a la curva poiPl.Esta propiedad se conoce como la
propiedad o6ptica o focal de la elipgdiene interesantisimas aplicaciones como en la
construccion de conchas acusticas y salas.

Subestructura asociaddistancia focal.
Clasificacion Cientifico.

» AVIONES

Debido a la resistencia del viento, las trayectorias que realizan los aviones cuando hacen
viajes circulares se vuelven elipticas.

Subestructura asociadagar geomeétrico.
Clasificacion:laboral.
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> MESA BILLAR

Tracemos la recta tangente a cualquier con
en cualquiera de sus puntos. En el caso de
elipse y de la hipérbola, tracemos ademas
rectas que unen dicho punto con los focc
Entonces se demuestra que los angu
(agudos) que forman esas dos rectas cor
recta tangente son iguales. Otra forma

expresar este hecho es que, si se dirige un r
partiendo de uno de los focos, al reflejarse
la figura sigue en una direccion que pasa [.=-
el otro foco.

Subestructura asociaddecta tangente y focos
Clasificacion personal

» FORMAS

Conseguir una parabola y una elipse mediante una lampara.

La parabola La elipse

Clasificacién:Personal
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3.5. ¢ QUE EXPECTATIVAS DE APRENDIZAJE TENEMOS?

Prioridades de aprendizaje:

Las prioridades de aprendizaje para este tema son los siguientes:

1. Identificar las diferentes cénicas no degeneradas
2. Analizar las posiciones relativas y las rectas notables
3. Representar conicas graficamente

A continuacion desgranamos estas prioridades:

Identificar las diferentes conicas no degeneradas

Definir lugar geométrico y las diferentes conicas como tales.

Identificar los diferentes elementos de las cénicas y describir como influyen en
la clasificacion de éstas.

Relacionar cada conica con sus distintas ecuaciones y obtener éstas a partir de
varios elementos o propiedades.

Distinguir las diferentes secciones del cono que dan lugar a las distintas conicas.

Analizar las posiciones relativas y las rectas notables

Hallar la recta tangente y la recta normal a una conica en un punto de ésta.
Determinar posiciones relativas entre recta y conica.

Representar conicas graficamente

Construir graficamente las cénicas usando programas de geometria dinamica.
Relacionar las ecuaciones de las conicas con su representacion grafica y
viceversa.

Identificar el uso de las conicas en problemas de la vida cotidiana y en la ciencia
y resolverlos.

Seguidamente hacemos un estudio detallado de las competencias de PISA a las que
contribuye cada objetivo:
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PR AJ] C M RP R LS HT

Definir lugar geométrico v las diferentes conicas como ke ¥
tales.

Identificar los diferentes elementos de las comfas v
describir como influyen en la clasificacion de éstas. | <z

Relacionar cada comica con sus distintas ecuaciones v
obtener estas a partir de varios elementos o propiedades. W o| e 77 gl e

Distingur las diferentes secciones del cono que dan lugar a ke ¥
las distintas conicas.

PR AJ] C M RP R LS HT

Hallar la recta tangente vy la recta normal a una conica en

un punto de ésta v | Ve Yhg
vl Ye ph

Determinar posiciones relativas entre recta v conica.

Ye

PR AJ C M RP R LS HT

W | W W W

Construir graficamente las cénicas usando programas de
geometria dinamica.

Relacionar las ecuaciones de las comicas con  su
representacion grafica y viceversa. ve | ¥r Pe

Identificar el uso de las conicas en problemas de la vida
coftidiana v en la ciencia y resolverlos. 3 e | e e

| Balance final [4 4 [3]4]3 [4]4 [4

A continuacion, justificaremos brevemente la eleccion que hemos hecho de las
competencias:

1)

2)

Definir lugar geométrico y las diferentes cbnicas como tales.

PR: Hay que distinguir entre las diferentes conicas y conocer sus diferentes
definiciones matematicas.
C: Se expresan usando ideas matematicas.

Identificar los diferentes elementos de las conicas y describir como influyen en
la clasificacion de éstas.

AJ: Elabora argumentos de clasificacion de las cénicas en base a sus elementos.
C: Describen como influyen los elementos en cada una de las conicas, qué
caracteristicas les aportan para su clasificacion.

HT: Usando programas informéticos y juegos, se pueden modificar los

diferentes elementos tras apreciarlos y moverlos para ver qué ocurre.
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3) Relacionar cada cénica con sus distintas ecuaciones y obtener éstas a partir de
varios elementos o] propiedades.

PR: Ofrece distintos elementos segun el tipo de ecuacion que nos ofrezcan de
éstos. Debe conocer las diferentes ecuaciones, tanto entre conicas, como las
distintas formas dentro de una misma conica.

AJ: Justifica en qué se basa para establecer relaciones entre conica y ecuacion.
M: Expresan matematicamente un problema y usa procesos matematicos para
resolverlo.

R: Interpretan, relacionan formas diferentes de representacion.
LS: Manejan enunciados Yy expresiones con simbolos matematicos.

4) Distinguir las diferentes secciones del cono que dan lugar a las distintas
conicas

R: Interpretan las diferentes secciones del cono como un sistema mas de
representacion.
HT: Podemos usas las herramientas tecnolOgicas para visualizar las secciones.

5) Hallar la recta tangente y la recta normal a una conica en un punto de ésta.

M: Expresan matematicamente este tipo de problemas.
RP: Resuelven y plantean problemas sobre las rectas notables asociadas a las
conicas.

LS: Utilizan variables, resuelven ecuaciones, comprenden calculos.

6) Determinar posiciones relativas entre recta y conica.

M: Estructuran y analizan un problema.
RP: Resuelven y plantean problemas sobre posiciones relativas en el plano.
LS: Uso de las representaciones simbodlicas de recta, conica, distancia.
HT: Util para ver la representacion grafica y comprobar el resultado obtenido
analiticamente.

7) Construir graficamente las coénicas usando programas de geometria
dinamica.

PR: Tienen que seleccionar los elementos relevantes para la construccion de
cada coOnica y elegir un método de construccion apropiado.
AJ: Deben justificar por qué eligen un determinado método y argumentar cada
paso que dan.

R: Diferentes formas de representacion.
HT: Conocer y saber utilizar las diferentes herramientas para poder usarlas.

8) Relacionar las ecuaciones de las conicas con su representacion grafica y
viceversa.

PR: Deben utilizar conceptos y procedimientos matematicos para establecer la
relacion.
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AJ: Justificar los calculos y el método para establecer dicha relacion.
M: Expresen y estructuren matematicamente un problema inicial.
R:  Decodifiquen, interpreten distintas formas de representar.

9) ldentificar el uso de las cénicas en problemas de la vida cotidiana y en la

ciencia y resolverlos.
C: Expresan ideas acerca de la matematicas.
RP: Resuelven y analizan problemas.

LS: Traducen problemas al lenguaje matematico y luego interpretan el resultado
matematico dentro del contexto del problema.

3.6. ¢ QUE LIMITACIONES PUEDEN SURGIR EN EL PROCESO DE
ENSENANZA-APRENDIZAJE?

En el estudio de este tema, las mayores dificultades se localizan en diferentes ambitos.
Por un lado, existen numerosas y diferentes representaciones para un mismo concepto
que se interrelacionan entre si. Por otro lado, deben tener un cierto grado de desarrollo
de la vision espacial ya que ayuda bastante a la comprension de los contenidos y
procedimientos que se llevaran a cabo para la consecucion de los objetivos. Hay que
sefalar también que se necesita una cierta soltura a la hora de realizar calculos
algebraicos, ya que estaran presentes en el desarrollo de la unidad.

En el siguiente cuadro mostramos los errores y dificultades que creemos que pueden
surgir, seflalando su relacion con los objetivos anteriores:
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ERRORES Y DIFICULTADES OBJETIVOS
ASOCIADOS

1. Mo reconocer las condcas como secciones del cono. 14

2. No percibir la presencia de las comicas en la vida v o
naturaleza.

3. Dificultad para identificar los elementos de la conica 27v8
en su representacién grafica.

4. Desconexion entre los distintos sistemas de 34568v9
representacion.

5. Incapacidad de identificar problemas relacionados con 3G6y0
comcas v resolverlos.

6. Manejo inadecuade de caleule v de expresiones 2356v9
algebraicas.

. Falta de visidn espacial. 1456v9

8. Deficiencia de conceptos geomeéfricos previos 5.6v7
{distancias, recta normal, perpendicunlaridad... )

3.7. METODOLOGIA

Pretendemos introducir al alumnado en el mundo de las Mateméticas a través de la
utilizacion practica de las mismas. Se dara protagonismo al alumno/a, basandonos en
el hecho de que si el escolar descubre los conceptos por si mismo éstos se asientan
de manera mas duradera en su estructura logica.

La metodologia que se seguira serd activa, con varias exposiciones teéricas y
realizacion de numerosas actividades y ejercicios que permitirdn que los alumnos/as
de una forma progresiva afiancen los nuevos conceptos y técnicas matematicas.

Se procuraré atender a la diversidad de la clase. Para ello se entregaran ejercicios y
actividades de refuerzo o ampliacion.

También se motivara la participacion en clase ya que se pretende que los escolares
tengan una actitud abierta y critica.

Finalmente, se potenciaran todas las actividades que sirvan para conectar la materia con
otras asignaturas que curse el alumno/a, y con su vida cotidiana.
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De manera general, el esquema metodoldgico de las sesiones sera el siguiente:

» Realizacién en la pizarra de alguna tarea propuesta y aclaracion de dudas del dia
anterior.

» Explicaciéon de los conceptos matematicos.

» Presentacion de un problema que ejemplifique los contenidos a tratar en la
sesion.

» Uso del ordenador para la representacion grafica de las conicas o realizacion de
alguna tarea como trabajo para casa.

3.8. EVALUACION

A medida que las Matematicas han ido evolucionando se han convertido en un lenguaje
universal y sumamente eficaz, que sigue desarrollandose con la resolucién de problemas
practicos.

Adquirir conocimientos matematicos supone no sélo llegar a conseguir resultados
finales y concretos, sino dominar todo el proceso seguido hasta obtenerlos.

Las Matematicas tienen un valor formativo que trasciende su propio ambito: fomentan
en el alumnado la creatividad, los habitos de indagacion, la vision amplia de la realidad
o0 la capacidad de enfrentarse a situaciones desconocidas e imprevistas.

La evaluacion es parte integrante y fundamental del proceso de ensefanza y
aprendizaje. Requiere obtener informacion de manera sistemética, que permita al
profesor/a emitir un juicio valorativo sobre el ritmo del proceso de aprendizaje, en
aspectos parciales y globales del mismo.

Evaluar no es tarea facil, sobre todo en lo relativo a aprendizajes a largo plazo. La

evaluacion debe extenderse no sélo a la adquisicion de rutinas y hechos aislados, sino
que debe recoger otros contenidos, como los actitudinales y los procedimientos de tipo

general. Esto ultimo modifica la eleccion de técnicas e instrumentos aconsejables para
la evaluacion.

Para describir el sistema de evaluacion que emplearemos en nuestra propuesta de unidad
didactica, en primer lugar enunciamos los criterios de evaluacion seleccionados, a
continuacion detallamos los instrumentos de evaluacion que emplearemos vy, finalmente,
describimos los criterios de calificacién de algunos de esos instrumentos.

Criterios de evaluacion

Al término de la implementacion de la unidad didactica, nos interesa obtener
informacion del grado de consecucion, por parte del alumnado, de las siguientes
capacidades:

» Comprender el concepto de lugar geométrico y el de seccidn conica.
* Manejar el concepto de lugar geométrico en el plano, aplicandolo a las conicas.
» Obtener las ecuaciones de las conicas.
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« Clasificar las conicas.

» Hallar la posicion relativa de una recta y una conica.

» Calcular e identificar los elementos mas caracteristicos de una conica (focos,
vértices, ejes, asintotas,...) a partir de su expresion gréafica o analitica.

* Obtener la ecuacion y grafica de la cénica a partir de algunos elementos de la
misma.

* Obtener la grafica de la conica a partir de la ecuacion de esta.

* Resolver problemas de la vida cotidiana relacionados con las conicas e
interpretar graficamente su resultado.

» Realizar investigaciones en las que haya que seleccionar e identificar las cénicas
en distintas situaciones de la vida real.

» Utilizar recursos informaticos y tecnoldgicos para procesar y comprender
graficamente la informacién obtenida de las conicas.

Estas capacidades, sintetizan el conjunto de objetivos de aprendizaje que hemos descrito
anteriormente. Asimismo, brindan informacion acerca del desarrollo de las
competencias que hemos destacado en nuestra programpeiisar y razonar,
comunicar, modelar, plantear y resolver problemas y representar.

Instrumentos de evaluacion

La variedad de capacidades a evaluar que hemos propuesto y su diferente nivel de
complejidad, hace que no se deba pretender evaluar todo a través de un mismo tipo de
prueba. Por tanto, utilizaremos diversos instrumentos de recogida de informacién, como
son los siguientes:

* La observacion directa de la actividad del alumno/a, de su interés y de su
comportamiento ante el trabajo y ante el equipo (la actitud se evalla
principalmente a través de este método).

» La correccion de los trabajosde los alumnos/as, individuales o colectivos.

» Larevisiéon del trabajo diario, de forma aleatoria y sistematica a lo largo de la
evaluacion.

* Pruebas especificade evaluacion, individuales de adquisicidn, consolidacion y
progreso de conocimientos.

Los alumnos/as realizaran una prueba al finalizar del tema y tendran también la
posibilidad de hacer recuperaciones. El aprobado del tema supondra que el alumno/a ha
alcanzado los objetivos fijados.

Criterios de calificacion

La nota final del tema se confeccionara con los siguientes criterios:
* Prueba individual: 70%
e Trabajo diario y actitud: 10%

» Trabajo escrito: 20%
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Para la calificacion de la prueba o trabajo escrito, se tendran en cuenta los siguientes
aspectos:

« Presentacion: Limpia, clara, legible y ordenada.

Planteamiento: El adecuado al enunciado del problema.

Desarrollo:

- Utilizacion correcta de la notacion (las igualdades, las desigualdades, los
paréntesis, las implicaciones,...).

- Los errores graves, que impliguen desconocimiento de nociones
fundamentales, conllevaran la no puntuacién en el apartado o problema.

Resultado: Los resultados se expresaran lo mas simplificado posible.

Comentario o conclusion, si procede.

Un ejercicio se considerara totalmente correcto siempre y cuando, contemple todos los
apartados anteriores.

4. DISENO DE LA UNIDAD DIDACTICA

La unidad didactica esta dirigida a alumnos/as de 1° de Bachillerato de la modalidad de
Ciencias y Tecnologia. En ella pretendemos transmitir al alumnado la importancia de
“Idea de lugar geométrico en el plano. Cénicas” que se presentan en situaciones de la
vida cotidiana sin que las reconozcamos como tales la mayoria de las veces.
Presentaremos los distintos tipos que existen, sus propiedades, elementos que las
caracterizan, posiciones relativas y aplicaciones.

Nuestra unidad didactica se fundamenta en el analisis didactico anterior, la descripcion
de los objetivos y contenidos vy, la estructuracion de las sesion que se van a trabajar en

el aula.

4.1. OBJETIVOS DE ETAPA

El bachillerato contribuird a desarrollar en el alumnado los saberes, las capacidades, los
habitos, las actitudes y los valores que les permitan alcanzar, ademas de los objetivos
enumerados en el articulo 33 de la Ley Organica 2/2006, de 3 de mayo, del Ministerio
de Educacion y Ciencia, los siguientes:

a) Las habilidades necesarias para contribuir a que se desenvuelvan con
autonomia en el ambito familiar y domeéstico, asi como en los grupos sociales
con los que se relacionan, participando con actitudes solidarias, tolerantes y
libres de prejuicios.

b) La capacidad para aprender por si mismo, para trabajar en equipo y para
analizar de forma critica las desigualdades existentes e impulsar la igualdad, en
particular, entre hombres y mujeres.

c) La capacidad para aplicar técnicas de investigacion para el estudio de diferentes
situaciones que se presenten en el desarrollo del curriculo.

d) El conocimiento y aprecio por las peculiaridades de la modalidad linguistica
andaluza en todas sus variedades, asi como entender la diversidad linglistica y
cultural como un derecho y un valor de los pueblos y los individuos en el
mundo actual, cambiante y globalizado.
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e) El conocimiento, valoracion y respeto por el patrimonio natural, cultural e
historico de Espafia y de Andalucia, fomentando su conservacion y mejora.

f)  Ejercer la ciudadania democratica, desde una perspectiva global, y adquirir una
conciencia civica responsable, inspirada por los valores de la Constitucion
espafiola asi como por los derechos humanos, que fomente Ila
corresponsabilidad en la construccion de una sociedad justa y equitativa y
favorezca la sostenibilidad.

g) Consolidar una madurez personal y social que les permita actuar de forma
responsable y autonoma y desarrollar su espiritu critico. Prever y resolver
pacificamente los conflictos personales, familiares y sociales.

h) Fomentar la igualdad efectiva de derechos y oportunidades entre hombres y
mujeres, analizar y valorar criticamente las desigualdades existentes e impulsar
la igualdad real y la no discriminacion de las personas con discapacidad.

i) Afianzar los habitos de lectura, estudio y disciplina, como condiciones
necesarias para el eficaz aprovechamiento del aprendizaje, y como medio de
desarrollo personal.

j) Dominar, tanto en su expresion oral como escrita, la lengua castellana y, en su
caso, la lengua cooficial de su comunidad autonoma.

k) Expresarse con fluidez y correccion en una o mas lenguas extranjeras.

[) Utilizar con solvencia y responsabilidad las tecnologias de la informacion y la
comunicacion.

m) Conocer y valorar criticamente las realidades del mundo contemporaneo, sus
antecedentes histdricos y los principales factores de su evolucion. Participar de
forma solidaria en el desarrollo y mejora de su entorno social.

n) Acceder a los conocimientos cientificos y tecnoldgicos fundamentales y
dominar las habilidades béasicas propias de la modalidad elegida.

o) Comprender los elementos y procedimientos fundamentales de la investigacion
y de los métodos cientificos. Conocer y valorar de forma critica la contribucion
de la ciencia y la tecnologia en el cambio de las condiciones de vida, asi como
afianzar la sensibilidad y el respeto hacia el medio ambiente.

p) Afianzar el espiritu emprendedor con actitudes de creatividad, flexibilidad,
iniciativa, trabajo en equipo, confianza en uno mismo y sentido critico.

q) Desarrollar la sensibilidad artistica y literaria, asi como el criterio estético,
como fuentes de formacion y enriquecimiento cultural.

r) Utilizar la educacion fisica y el deporte para favorecer el desarrollo personal y
social.

s) Afianzar actitudes de respeto y prevencion en el ambito de la seguridad vial.

Destacaremos aquellos que se encuentran mas vinculados con las matematicas y/o con
nuestro tema:

¥ La capacidad para aprender por si mismo, para trabajar en equipo y para analizar
de forma critica las desigualdades existentes e impulsar la igualdad, en
particular, entre hombres y mujeres.

¥* Afianzar los habitos de lectura, estudio y disciplina, como condiciones
necesarias para el eficaz aprovechamiento del aprendizaje, y como medio de
desarrollo personal.

¥ Dominar, tanto en su expresion oral como escrita, la lengua castellana y, en su
caso, la lengua cooficial de su comunidad auténoma.
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* Utilizar con solvencia y responsabilidad las tecnologias de la informacion y la
comunicacion.

¥ Conocer y valorar criticamente las realidades del mundo contemporaneo, sus
antecedentes histéricos y los principales factores de su evolucion. Participar de
forma solidaria en el desarrollo y mejora de su entorno social.

* Acceder a los conocimientos cientificos y tecnoldgicos fundamentales y dominar
las habilidades basicas propias de la modalidad elegida.

¥ Comprender los elementos y procedimientos fundamentales de la investigacion
y de los métodos cientificos. Conocer y valorar de forma critica la contribucién
de la ciencia y la tecnologia en el cambio de las condiciones de vida, asi como
afianzar la sensibilidad y el respeto hacia el medio ambiente.

4.2 . OBJETIVOS ESPECIFICOS:
Prioridades de aprendizaje:

Las prioridades de aprendizaje en las que nos hemos centrado para esta unidad son las
siguientes:

1. Identificar las diferentes cénicas no degeneradas

2. Analizar las posiciones relativas y las rectas notables

3. Representar conicas graficamente

A continuacion desgranamos estas prioridades en otras mas especificas:

A. Identificar las diferentes cénicas no degeneradas

» Definir lugar geométrico y las diferentes conicas como tales.

» Identificar los diferentes elementos de las conicas y describir como influyen en
la clasificacion de éstas.

* Relacionar cada conica con sus distintas ecuaciones y obtener éstas a partir de
varios elementos o propiedades.

» Distinguir las diferentes secciones del cono que dan lugar a las distintas conicas.

B. Analizar las posiciones relativas y las rectas notables
» Hallar la recta tangente a una conica en un punto de ésta.
» Determinar posiciones relativas entre recta y conica.

C. Representar conicas graficamente

» Construir graficamente las conicas usando programas de geometria dinamica.

* Relacionar las ecuaciones de las conicas con su representacion grafica y
viceversa.

« Identificar el uso de las conicas en problemas de la vida cotidiana y en la ciencia
y resolverlos.
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4.3. CONTENIDOS

En consonancia con los objetivos anteriormente presentados, los contenidos que
trabajaremos seran:

4.3.1 CONCEPTUALES:

» Lugar geomeétrico.

= Seccion conica. Cénicas.

= Ecuacion general y ecuacion cartesiana.

= Excentricidad, foco, centro, vértices, ejes de simetria, distancia focal y asintotas.
= Circunferencia.

» Pardbola.

= Elipse.

» Hipérbola.

= Posicion relativa: recta tangente, recta secante y recta exterior.

4.3.2 PROCEDIMENTALES:

= Manipulacion directa con el cono.

» |nterpretacidn de las relaciones entre cada figura y angulo de cada seccion.

» [nterpretacion y relacion de cada idea de lugar geométrico con la cénica asociada.

» Representacion de una conica a partir de ecuacién analitica.

» Deduccién de ecuaciones a partir de la grafica.

» Diferenciacion del tipo de cénica a partir de su férmula.

» Resolucién de problemas de construccion de las conicas a partir de diferentes datos.

» |dentificacion de los elementos de una determinada cénica (centro, focos, vértice,..).

» Relacion de distintas figuras con sus propiedades (excentricidad, asintotas).

= Calculo de la recta tangente a partir de la ecuacién simbdlica.

= Comprension de las posiciones relativas entre recta y conica.

» Representacion de la idea de tangencia, asi como la de secante y la de exterior.

= Construccion de una conica a partir de informacién meramente verbal o textual (a
través de la idea de lugar geométrico). Bien sea graficamente o con recursos
tecnoldgicos.

4.3.3 ACTITUDINALES:

» |nterés por encontrar la figura geométrica que forman los puntos que cumplen una
propiedad.

= Gusto por la construccion de conicas.

» Limpieza y gusto por la exactitud en el trazado de conicas.

Todos estos contenidos quedan expresados mediante el siguiente mapa conceptual, que
surge como simplificacion del mapa procedente del analisis didactico.
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-Focos
I -Centro
Se pueden -Elementos -Ejes de
definirmediante Podemos simetria

estudiar i -Vértices
- -Excentricidad
CONICAS \ -Distancia
focal

- Relaciones -Asintotas
métricas

Se clasifican - Ecuacion -Reducida o
propia cartesiana

NO DEGENERADAS
DEGENERADAS

[ circunferencia ] [ Elipse | [ Hipérbola | [ Pardbola |

Representacion podemos establecer

Las posiciones relativas de una recta respecto
a una cénica

4.4. DESCRIPCION DE LAS SESIONES DE LA UNIDAD DIDACTICA

En esta unidad, basicamente pretendemos que los alumnos/as conozcan las conicas
mediante sus elementos, su construccién o en presencia de la vida cotidiana. En vez de
realizar una sola sesion de motivacion, hemos decidido ir motivando, recordando,
afianzando y ampliando cada concepto a lo largo de la unidad. Cada sesion la vamos a
terminar adelantando, con problemas interesantes, lo que veremos en la siguiente sesion,
de forma que el alumnado venga motivado y habiendo recordado algo, por lo que les
sera mas facil seguir la clase y participar en ella.

Ademas, en cada sesion participaran los alumnos realizando actividades en la pizarra e
incluso explicando conceptos a partir de éstas. Pretendemos en principio que en estas
intervenciones el profesor intervenga lo minimo, intentando que los alumnos/as se
corrijan entre ellos. Ademas, intentaremos que vean las cénicas desde otro punto de
vista, proponiendo que sean capaces de inventar y redactar problemas relacionados con
ellas ademas de resolverlos. Todo esto lo observaremos y lo tendremos en cuenta en la
evaluacion (no solo los resultados a los que lleguen, sino también la actitud participativa
en clase, los intentos fallidos y la actitud critica con los compafieros/as y con €l mismo).
Realizaremos también una serie de actividades que elaboraran en grupo y entregaran al
profesor/a para su posterior correccion y evaluacién. Incluiremos problemas de la vida
cotidiana, para resaltar la importancia de esta unidad, que se presentan en multitud de
situaciones, asi como actividades de otras asignaturas que estan cursando
simultdneamente, como pueden ser problemas de fisica.
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Como actividades extra, propondremos dos trabajos de investigacién, con el objetivo de
gue comiencen a familiarizarse con la biblioteca y los buscadores de internet, asi como
con la contrastacion de la informacion obtenida, que en su futura vida universitaria les
sera muy Util.

Por ello, hemos organizado y disefiado ocho sesiones en las que abordamos diferentes
facetas de nuestro tema.

SESION 1 TIEMPO

ESTIMADO

— Comenzaremos la sesion dandole a los alumnos/as un cono de un
material de corte facil. Plantearemos que las cénicas se obtienen
por cortes del cono donde la inclinacion del angulo del plano de
corte depende a la hora de obtener las diferentes coénicas20minutos
Trataremos de conseguir mediante los cortes de los alumnos/as,
las cuatro coénicas. Seguidamente representaremos las coénicas
obtenidas para que los estudiantes se vayan familiarizando con
ellas.

— Seguidamente construiremos junto con los alumnos/as las _
diferentes cénicas con un simple papel haciendo uso de la30 minutos
papiroflexia.

— Trabajo para casa: propondremos a los alumnos/as que busquen
otros recursos para la obtencién de las cénicas (a través de® Minutos
internet si asi lo desean) con la finalidad de que en la préxima
sesion expliquen el proceso al resto de compafieros.

CON ESTA SESION LO QUE PRETENDEMOS ES MOTIVAR
A LOS ALUMNOS EN EL ESTUDIO DE NUESTRO TEMA
MEDIANTE EL ACERCAMIENTO A LA VIDA COTIDIANA.
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La actividad para obtener las cénicas mediante cortes del cono seria:

Una vez que tengamos nuestros conos, los alumnos/as comenzaran su exploracion.

En esta primera tarea de contacto con el cono, se pretende que los escolares identifiquen
los elementos notables del cono mediante la manipulacion del mismo. Concretamente
nos centraremos en identificar:

- Base

- Altura

- Vértice

- Generatriz

pues estos elementos nos serviran de ayuda en los siguientes apartados

Una vez analizado los elementos del cono, introducimos un nuevo material: una hoja de
acetato o de plastico duro.

Con estos dos elementos, se pretende determinar las posibles posiciones relativas entre
el cono y el plano. Una vez establecidas y fijadas las posibles posiciones entre plano y
cono, se procedera al corte del mismo, procurando cubrir todas las posibles opciones
por la totalidad de la clase.
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A continuacién, se realizaran un balance de las secciones obtenidas por todos los
alumnos/as para pasar a una clasificacién segun el criterio que vean mas conveniente.
El objetivo principal de esta tarea es que los alumnos agrupen las figuras obtenidas
utilizando un criterio justificado.

Para facilitar esta labor, se recomendaré dibujar en papel el contorno de las figuras
obtenidas.

Por ultimo se propone un debate de los resultados mas relevantes que se han obtenido
con la actividad. Las directrices de dicho debate seran las siguientes:

» Criterio de clasificacion para las secciones cénicas obtenidas
* Numero de clasificaciones
» Propiedades mas relevantes que podemos destacar de cada una de ellas

» Relacion entre las figuras obtenidas y con su procedencia del cono
« Propuesta de nombres para las secciones
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Es una actividad que permite al alumno familiarizarse con las conicas sin necesidad de
ninguin conocimiento previo de ellas.

Es una actividad manipulativa y cooperativa que estimamos interesante ofrecer al
comienzo de la unidad o unidades dedicadas a la explicacion de las figuras conicas y sus
propiedades.

Esta actividad supone una innovacion por varios motivos:

« Anade el uso de materiales manipulativos.

* Introduce una obtencion fisica de las curvas conicas.

» Trata a la vez temas trasversales, el reciclaje y la reutilizacion de materiales
contaminantes.

La actividad concreta de la papiroflexia seria:

Conicas con papiroflexia.
Dibuja un circulo en un papel de radio suficientemente grande y llama al centro

del circulo C. A continuacion marca un punto F diferente de C en el interior del
circulo y elige puntos sobre este como en la siguiente figura:

Ahora haz coincidir cada punto de los anteriores con el punto F, dobla el papel y
sefala el doblez con lapiz. Tu papel ha de quedar de la siguiente forma:

A
o}

7 ¥
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¢Puedes sefalar en tu folio alguna figura?

Esta actividad, que utilizaremos en primer lugar, sirve de motivacion para la
introduccién tanto de la idea de lugar geométrico en el plano como la de cédnicas.
Ademas, también nos es util para observar los conocimientos previos que nuestros
alumnos/as poseen sobre el tema.

Este ejercicio intenta despertar en el alumnado la curiosidad por el estudio de las
conicas.

SESION 2 TIEMPO

ESTIMADO

— Correccion de los ejercicios de casa con los alumnos/as en voz 15 minutos
alta y expresando sus opiniones.

- A partir de lo anterior, introduciremos el concepto formal de
conicas como lugar geométrico ademas de ilustrarlo con 135 minutos
ecuacion general de dichas conicas. Realizar ejercicios tanto en la
pizarra como en el ordenador para practicar con los alumnos/as.

- Comentaremos que existen dos tipos de conicas: las degeneradas
y las no degeneradas. Estudiaremos solo el tipo de las cénicas 4@ minutos
degeneradas. En esta sesion, solo introduciremos que existen 4
clases que son: circunferencia, pardbola, elipse e hipérbola.

— Trabajo para casa: como la circunferencia ha sido estudiada en
Cursos anteriores, proponemos que enumeren las propiedades's’yf“'”UtoS
los elementos de esta.

La actividad concreta para lugar geométrico seria:

Lugar geométrico con Geogebra
Halla el lugar geométrico que cumplen todos los puntos del plano cuya distancia al

origen de coordenadas es 5. Utiliza Geogebra para visualizar este ejercicio usando
el comando “activar rastro”.

¢ Qué utilidad tiene la conica anterior en la vida diaria? ¢Es importante? ¢ Por
qué?

Hemos comenzado mejorando la tarea que teniamos propuesta en un principio
cambiando en el enunciado “ecuacidén” por “lugar geométrico”, pues nos parece mas
adecuado introducir este concepto en la actividad ya que lo vamos a utilizar en la
posterior comprobacién de ésta con Geogebra.

Ademas hemos afiadido la representacion de las cdnicas mediante herramientas
tecnologicas para que el alumno/a se familiarice con ellas visualmente y reflexione
sobre las posibles aplicaciones de éstas en su entorno mas cercano.
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SESION 3 TIEMPO

ESTIMADO

Correccion de la actividad de casa, sacando a la pizarra a los
alumnos/as para resolverla. Observaremos, cdmo la han resueltd @ minutos
Si esta correcta.

Por si algunos de los estudiantes no recordaba las propiedades y _
los elementos de la circunferencia, los repasaremos. Asi como su20 minutos
ecuacion asociada.

A continuacion, pasaremos a realizar actividades relacionadas con
lo visto sobre la circunferencia y las corregiremos ademas dé0 minutos
resolver dudas surgidas por los alumnos/as.

Trabajo para casa: buscar sobre la parabola las propiedades, los ® Minutos
elementos y su representacion gréafica y analitica.

SESION 4 TIEMPO

ESTIMADO

Correccion de la actividad de casa, sacando a la pizarra a los
alumnos/as para resolverla. Observaremos, cémo la han resuelto 30sininutos
esta correcta.

Unidas la correccion de la actividad anterior y la realizacion de la
explicacion sobre la parabola. Propondremos problemas relacionad@gninutos
con esta que resolveremos pasado un tiempo junto con las dudas
surgidas por los alumnos/as.

Trabajo para casa: buscar sobre la elipse las propiedades, Fo&inutos
elementos y, ecuacion y representacion asociada a esta.
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SESION 5 TIEMPO

ESTIMADO

Correccion de la actividad de casa en la pizarra sacando a los 10 minutos
alumnos/as.

Atendiendo a la actividad del dia anterior, presentaremos mas
detalladamente las propiedades, elementos asi como la 20 minutos
representacion grafica y analitica de la elipse. Realizando al

mismo tiempo un repaso de todo lo visto anteriormente.

Ayudandose de las propiedades y elementos de las conicas: .
circunferencia, parabola y elipse representaremos gréaficamente egtlsminutos
tanto en la pizarra como mediante el uso de un ordenador.

Trabajo para casa: buscar sobre la hipérbola las propiedades, los
elementos y, ecuacion y representacion asociada a esta. S minutos

SESION 6 TIEMPO

ESTIMADO

Correccion del trabajo de casa con los alumnos/as en la pizarra y
aclarando todas las dudas tanto del ejercicio como de la sesitim minutos
anterior.

Expondremos detalladamente las propiedades, asintotas, elementos

asi como la representacion grafica y analitica de la hipérbola. 30 minutos
Realizando de nuevo un breve repaso de todo lo visto

recientemente.

Ayudandose de las propiedades y elementos de la hipérbola _
representaremos graficamente estas, tanto en la pizarra como 10 minutos
mediante el uso de un ordenador.
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— Daremos al alumnado una relacién de problemas en los ¢
mezclen los distintos tipos de cdnicas vistas a lo largo de la u 5 minutos
la realizaran en grupos de tres en la proxima sesion, y de
entregarla al profesor/a para su posterior evalue

Una de estas actividades se¢

Sistemas de representacion fenomenologia de las conicas
Relaciona los siguientes elementos vy justifica en qué te basas para establecer ¢

relacion.
Elipse (x—4)2+(y—-2)2=4

Pardbola

Hipérbola (x —4)2=-3y* =1 \

Circunferencia 2x*+3y*=6

-

Es muy intuitiva y visual y ademas ofrece una amplia diversidad a la hora de re:
ya que se puede proponer en gripara realizarla de forma oral, etc.

Implica el conocimiento de las diferentes conicas, de sus elemento:
representaciones, en definitiva con ella hacemos un estudio global de todo lo g
explicado.

Hemos elegido ésta porque es una actividad ceta ya que incluye otros tipos

representaciones donde se incluyen el uso de éstas en la vida cotidiana. Por otr:
muy compleja ya que todos los elementos que aparecen no tienen por qt
relacionados, lo cual requiere una mayor refle:
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SESION 7 TIEMPO

ESTIMADO

Dejaremos la primera parte de la clase para que elaboren por

grupos la relacién de problemas que entregamos en la sesion
anterior, prestando ayuda cuando sea necesario y observando Zinminutos
gue dudan y fallan mas.

Realizaremos mas actividades de repaso teniendo en cuentaenlo
que mas erran los alumnos/as, de cara a la prueba final de la 20 minutos
unidad.

Aclararemos que los alumnos/as deberan realizar un trabajo sobre

“La utilidad de las cénicas en la realidad” que deberan entregar la _
semana préxima. La finalidad de este trabajo es que los 10 minutos
estudiantes observen por ellos mismos las aplicaciones y la

importancia de las conicas en la vida cotidiana.

SESION 8 TIEMPO

ESTIMADO

Realizacion de una prueba final, compuesta por ejercicios
metodicos sobre conicas como célculo de sus elementos,
obtencién de su férmula y representacion de ellas graficamente,
intentando incluir la mayoria de los tipos de conicas que hay.

También incluiremos problemas que los alumnos/as deberan55 minutos
traducir al lenguaje algebraico, resolver e interpretar sus
soluciones como por ejemplo la determinacion de la posicion

relativa de la cénica con respecto a una recta.
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EXAMEN

Ejercicio 1:Halla la ecuacion que cumplen todos los puntos cuya distancia al origen de
coordenadas es 5.

Ejercicio 2 Estudiar la posicion de la circunferencia
Cx?4+y?2—6x—4y—12=0

con respecto de cada una de las rectas:

:3x—4y-26=0
:5x-8y+60=0
:31-4y-1=0

¢COmo has llegado a la soluciéon?

Ejercicio 3: Asocia cada una de las siguientes ecuaciones a una de las graficas que se
dan a continuacion, justificando dicha relacion:

(T T T T T T '-rwn%:ms.: —
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Ejercicio 4: La orbita que describe la Tierra alrededor del Sol es una cénica de
excentricidad 0.017 y semieje mayor 149.60 millones de kildmetros. Calcula:

a) La longitud del semieje menor.

b) Sabiendo que el Sol esta situado en uno de los focos, halla la maxima y la minima
distancia que lo separan de la Tierra.

¢ POR QUE HEMOS ELEGIDO ESTE EXAMEN?

El porqué de ésta y no otra eleccion responde a razones de contenido, de tipo cognitivo
asi como funcionales, ya que tras un detallado estudio, hemos llegado a la conclusion de
gue dicho orden se ajusta, de manera bastante adecuada, a cada uno de los siguientes
criterios:

Los contenidos

Desde el punto de vista de los contenidos, el aprendizaje de las conicas comienza con la
idea de lugar geométrico en el plano, contindia con el analisis de la circunferencia y sus
posiciones relativas con respecto a una recta y posteriormente se presentan el resto de
conicas, sus elementos y propiedades (secuencia de contenidos extraida de libros de
texto para 1° Bachillerato de Anaya y para 2° Bachillerato de Guadiel). Es natural
entender que la generalizacion a través de la resolucién de problemas es posterior a la
exposicion de las bases del contenido.

En virtud de los procedimientos estamos pasando de un ejercicio sencillo en célculos a
otro algo mas complejo pero mecanico y que afade interpretacion a la actividad de
calculo. En la tercera tarea cabe destacar que posee distintas vias de trabajo para
encontrar soluciones, incluyendo calculos, dominio en el uso de las propiedades de las
conicas y relaciones entre diversos sistemas de representacion. La tarea final se basa en
la aplicacion fisica de los contenidos, con procedimientos de interpretacion, aplicacion y
calculo.

Podemos destacar aqui que las tareas siguen un orden creciente de complejidad
empezando con una tarea de reproduccion ya que se trata de calculos y procedimientos
rutinarios, siguiendo con dos de conexion debido a que se trata de interpretar y
solucionar problemas estandar y terminando con el problema de la orbita de la Tierra
gue es de reflexion puesto que requiere una interpretacion y comprension mas profunda.

Las tareas abordan diversos objetivos especificos de nuestro tema, por ello, hemos
creido razonable colocar primero aquella que participaba mas del primer bloque de
éstos: “identificar las diferentes conicas no degeneradas” (segun los tres bloques en que
los hemos organizado). La segunda tarea trabaja objetivos del segundo bloque: “analizar
las posiciones relativas y las rectas notables”. En la tercera, y a modo de sintesis,
estamos trabajando objetivos del primer y tercer bloque este ultimo denominado
“representar conicas graficamente” y en la Ultima se trabaja directamente el dltimo de
los objetivos especificos que encontramos en el analisis cognitivo (“identificar el uso de
las cénicas en problemas de la vida cotidiana y en la ciencia y resolverlos”), ademas de
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englobar algunos de los procedimientos y contenidos de los objetivos anteriores.

A nivel de competencias, la secuenciacion, si no completa, engloba un alto nimero de
ellas. Y entendemos natural trabajar en las primeras tareas competencias como Pensar y
Razonar, Representar, Argumentar y Justificar y el Lenguaje Simbdlico tan presente en
este tema y dejar para la tarea final el trabajo de las competencias de Modelizar y
Resolucion de Problemas debido a que se crean modelos matematicos para resolver
situaciones de la realidad.

En cuanto a la deteccion de errores y limitaciones destacar que la tercera tarea ayuda a
reconocer errores de concepto y procedimientos. Ademas, nos permite realizar un
estudio global para evaluar el estadio del proceso ensefianza-aprendizaje. En la cuarta
tarea podemos trabajar directamente con la limitacion tan clara que sufren los
alumnos/as para detectar la presencia de las conicas en la ciencia y en la naturaleza.

Funcionalidad

Por dltimo argumentaremos por qué razones, en lo que a funcionalidad de tareas se
refiere, hemos elegido este orden de secuenciacion. Nos ha parecido beneficioso para el
aprendizaje comenzar con una tarea mas basada en elaborar y construir, para ir asi
descubriendo el tema conjuntamente. Hemos creido oportuno continuar con ejercicios

gue sirvan para practicar y ejercitar habilidades y terminar con tareas de sintesis, que en
este caso son de dos diferentes tipos pero ambas requieren ya una idea global de
contenidos y procedimientos.

5. CONCLUSION

La propuesta que hemos realizamos es un modelo de ensefianza aprendizaje en el
ambito escolar que se apoya en las nuevas tecnologias con el fin de aprovechar la
potencialidad de las mismas en relacion a los grados de motivacién que alcanzan en el
ambito educativo.

Se incide en las propuestas practicas con actividades y metodologia que facilitan el
aprendizaje mediante el trabajo en grupo para analizar, tomar decisiones, llegar a
acuerdos ante los retos que plantean las distintas actividades.

Consideramos que la ensefianza en general y las matematicas en particular esta
sometida a los cambios que impone la tecnologia, en la cual brilla con luz propia el
tema informético. Al igual que es impensable realizar en la actualidad multiplicaciones
sin la ayuda de una calculadora (aunque sepamos multiplicar), debe serlo para obtener
una representacion grafica de una cénica. Esto no es facil para el docente, entre otras
cosas, por la multitud de programas que existen en un mercado cambiante como es el
del software; pero el docente ha de estar preparado para sufrir estos cambios o debe
estar abierto a su aprendizaje.
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Ademas debemos destacar que al realizar las tareas hemos observado diversas
relaciones entre el tema que nos ocupa (conicas) y otros temas presentes en el curriculo
de bachillerato. El interrelacionar unos temas con otro ayuda tanto a intervenir con
mayor profundidad en el propio, como a conseguir una vision global y una estructura
general de la matematica a nivel de Bachillerato. A través de percibir unos temas dentro
de otros el alumno sera capaz de entender el conocimiento como un todo y la utilidad de
poseer saberes previos para afrontar el aprendizaje de los nuevos. Pasaremos a detallar
ejemplos que se presencia en nuestro tema de otros temas de matematicas:

SIMETRIA:

Dentro de los movimientos del plano hemos usado la traslacion y la homotecia para
observar cambios en la circunferencia (en los ejercicios planteados con el ordenador).
En cada conica podemos encontrar al menos un eje de simetria, que ademas facilita su
representacion grafica.

LIMITES Y CONTINUIDAD

Podemos extraer la continuidad de la calidad de curvas continuas que tienen las conicas.
El concepto de limite se nos presenta claramente al estudiar la representacion grafica de
la hipérbola observando como la grafica se aproxima a sus asintotas.

DERIVADAS

Uno de los conceptos mas representativos en el estudio de derivadas es la derivada de
una funcion en un punto como la pendiente de la recta tangente a la curva que esa
funcion representa. La recta tangente es un elemento notable en el estudio de las
conicas, incluso la operacion derivada puede usarse para detectar puntos notables de una
conica, como por ejemplo para hallar el vértice de una parabola.

ECUACIONES

La representacion de las cénicas por medio de ecuaciones es fundamental y facilita

enormemente el célculo de elementos notables de ellas. Resaltar también que en los
procedimientos de manipulacion de coénicas es también fundamental la resolucion de

ecuaciones y sistemas de ecuaciones (por ejemplo para determinar posiciones relativas
de recta y conica).

Finalmente, sefialaremos la importancia que tiene cada uno de los pasos que hemos ido
realizando. La revision curricular actia como organizador para nuestra unidad didactica,
se trata de situar cada uno de los temas dentro de la legislacion editada por el Ministerio
y las correspondientes Conserjerias de Educacion autondémicas. La estructura de los
contenidos del tema debe servir de referencia pero no debe adoptarse como un esquema
rigido sino que debe analizarse, ampliarse y enriquecerse. El andlisis fenomenolégico de
los conocimientos matematicos permite el dominio y comprension de dichos
conocimientos ademés de motivar al alumnado. Los sistemas de representacion
permiten a los estudiantes organizar su informacion sobre los conceptos para poder
pensar en ellos, expresar su comprension vy, utilizarlos en situaciones y problemas
practicos y reales. Los errores y dificultades tienen por finalidad poner en conocimiento
del docente los resultados de las investigaciones realizadas en torno a las dificultades de
comprension durante la ensefianza y aprendizaje de los contenidos matematicos
correspondientes (Rico, 1997). Ademas los objetivos didacticos establecen qué es lo
que, en concreto, se pretende que adquiera el alumnado durante el desarrollo de la
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unidad didactica, la metodologia tiene una gran importancia por ser el conjunto de
acciones que vamos a llevar a cabo en el aula y por ultimo los criterios de evaluacion
son en los que el docente se fija para evaluar al alumnado y asi comprobar el grado de
adquisicion de los objetivos.
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ANALISIS DE CONTENIDOS, COGNITIVO Y DE
INSTRUCCION

IDEA DE LUGAR GEOMETRICO EN EL PLANO. CONICAS.

Para confeccionar este trabajo nos hemos centrado en dar respuesta a seis preguntas que,
a nuestro parecer, recogen todo el analisis que se debe hacer sobre

este tema. Dichas preguntas son:
. ¢, Cémo surgieron?

. ¢,Qué son? ¢ Como nos relacionamos con ellas?

. ¢, Cémo pueden reconocerse?

. ¢ Para qué sirven?

. ¢, Qué expectativas de aprendizaje tenemos?

. ¢, Qué limitaciones pueden surgir en el proceso de ensefianza-aprendizaje?

. COMO SURGIERON?

Para llegar a entender completamente un concepto hay que conocer sus origenes: coOmo
surgieron, cuando, cOmo, por que, etc.

En primer lugar, podemos pensar que las formas del sol y de la luna debieron influir
decisivamente en el temprano descubrimiento y consagracion de la circunferencia como
la forma geométrica plana mas regular. Podemos encontrar construcciones
arquitecténicas con esta forma a partir del siglo XIX a.C., lo que configura a la
circunferencia, después de la recta, como el primer lugar geométrico conocido y
utilizado por la humanidad.

Para encontrar otros nuevos, hay que esperar hasta la cultura griega de los siglos V y IV
a.C. Por entonces surgen tres problemas clasicos: la cuadratura del circulo, la
duplicacién del cubo vy la triseccion del angulo. El problema de la duplicacién del cubo
fue el mas famoso en los tiempos de los antiguos griegos. Hay dos narraciones
diferentes dadas por comentadores posteriores sobre los origenes del problema.

La primera fue transmitida por Eratdstenes. Este, es su obra titulada Platonicus relata
que, cuando el dios anuncio a los delianos (este problema también se llama problema de
Delos) a través del oraculo que, para deshacerse de una plaga, debian construir un altar
del doble del que habia, sus artesanos quedaron desconcertados en sus esfuerzos por
descubrir como podian hacer un sélido que fuera el doble de otro sélido similar; por ello
fueron a preguntarle al respecto a Platon, quien respondié que el oraculo queria decir no
gue el dios quisiera un altar del doble del tamafo sino que deseaba, al imponerles la
tarea, avergonzar a los griegos por su descuido de las matematicas y su desprecio por la
geometria.

La plaga sin duda fue un evento importante en la historia de Atenas y aproximadamente
un cuarto de la poblaciéon murié por esta causa. Esto sucedié alrededor del 420 a.C. asi
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gue de haber algo de verdad en esta leyenda al menos podemos dar una fecha
razonablemente exacta para la aparicion del problema.
Esto también es consistente con una contribucion anterior de HipOcrates al problema.

Eutocio, en su comentario $obre la esfera y el cilindrde Arguimedes, dio una
version un tanto distinta. Esta se supone que es una carta escrita por Eratdéstenes al Rey
Tolomeo y, aunque la carta es una falsificacion.

Muchos sabios y fildsofos se ocuparon de la resolucion de estos problemas y, aunque
sin demostrarlo rigurosamente, pronto se dieron cuenta que la solucidon era imposible
utilizando sélo la regla y el compas un namero finito de veces.

En aquella época so6lo se admitian dos maneras de definir curvas: con composiciones de
movimiento uniformes y como interseccion de superficies geomeétricas conocidas.
Menecmo (IV a.C.) descubrié que las secciones planas de un cono servia para resolver
la duplicacion del cubo. Desde el siglo anterior, se conocia la cuadratura de un
rectangulo. La resolucion de este problema era equivalente a la resolucion de la
duplicacion del cubo pues tomando a como la arista del cubo inicial y b=2 a, la

expresion de la media geométrica%(z g =% ) conduce ax? = ay; y% = 2ax, es
decir, x3 = 2a? vy, por tanto, x seria la longitud del cubo cuyo volumen es el doble del
dado. Menecmo trat6 de resolver este problema hallando curva cuyos puntos verificasen

las dos ecuaciones anteriores, y esto lo consiguié seccionando un cono rectangulo con
un plano perpendicular a una de sus generatrices, obteniendo la parabola:

Menecmo descubrié también la elipse y la hipérbola, seccionando conos acutangulos y
obtusangulos respectivamente con planos perpendiculares a una de sus generatrices.

Por esto, en esta época, estas curvas recibian el nombre de oxiotoma (elipse), amblitoma
(hipérbola) y ortotoma (parabola).

Hemos sefialado que Menecmo obtenia los tres tipos de curvas a partir de conos rectos
de tres tipos distintos, segun que el angulo del vértice fuese agudo, recto u obtuso, y
siempre tomando secciones perpendiculares a una generatriz. Afios mas tarde, Apolonio
las obtiene utilizando un cono circular cualquiera variando la inclinacion del plano
secante y, a partir de esto, descubre una propiedad plana que caracteriza a cada una de
las secciones, es decir, una caracterizacion de estas curvas como lugares geométricos.
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Fue él también quien le dio el nombre que aun hoy conservatiose viene del
término griegoelleipsisque significa insuficienciahipérbola viene dehiperboléque
significa exceso yparabola viene de parabole que significa equiparacién (estos
nombres provienen del estudio de sus ecuaciones reducidas). Apolonio también
introdujo el estudio de tangencias, didametros y rectas normales.

¢ QUE SON? ;,COMO NOS RELACIONAMOS CON ELLAS?

Tras haber estudiado el origen de las conicas y de donde proceden, nos aproximamos al
concepto en si a través de varias vias principales.

El estudio conceptual que hemos desarrollado sobre este tema se recoge en el siguiente
mapa conceptual que recoge los contenidos fundamentales que organizan el tema, y que
comentaremos seguidamente.

finguln

-Focos
-Centro
-Elementos—— | -Ejes de
Dodamos simetria
-Excentricidad -Vértices
“——-—___‘_‘___‘_‘__.‘ -Distancia
2 focal
- Relaciones e
metricas Dirsctriz

Flano +—

Bisectriz +——-1F

Lugares |
Mediatriz "7

Dandelin

S cigsifican - Ecuacion -Polar
propia *| -Reducidao

cartesiana
Recta doble

| | [ Par de rectas secantes ]
| Circunferencia | | Elipse | | Hipérbola | [ Parabola |

Matriz

NO
DEGEMERADAS

DEGENERADAS

Representacion podemaos establecer
|

Las posiciones relafivas deuna recta respecto
auna conica
L]

T | rectatangente vy rectanomala una conica |

Como se recoge en el mapa conceptual, un primer modo de definir el concepto puede
ser el cono, realizando las diferentes secciones posibles y estudiando el resultado
obtenido. Esta forma de presentarlas nos permite hacer una clasificacion de éstas,
atendiendo a si la seccidn contiene el punto singular del cono o no, dividiéndolas asi en
degeneradas (si lo contienen) y no degeneradas (no lo contienen). Nuestro estudio se
centrara en estas ultimas, ya que presentan propiedades mas interesantes y nos permiten
realizar una investigaciéon mas profunda y caracterizarlas y expresarlas de varias formas.
Son: la circunferencia, la elipse, la parabola y la hipérbola.

Una segunda forma de definir las diferentes conicas es como lugares geométricos del
plano, basandonos en propiedades que caracterizan a cada uno de ellas, enriqueciendo
esta presentacion con la construccion grafica de las diferentes cénicas.
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Un tercer modo, y ultimo, de definirlas es mediante sus ecuaciones cartesianas o0 su
ecuacion general, estableciendo propiedades sobre los parametros que intervienen y que
las caracterizan.

Una vez realizada la descripcion matematica del tema, pasamos al estudio de numerosos
elementos que intervienen en cada una de las cénicas (Focos, centro, ejes, distancia
focal, excentricidad, asintotas,..), y de sus propiedades que nos ayudan recordar las
diferentes cOnicas y sus caracteristicas.

Asi mismo, estudiamos las distintas ecuaciones,(polar, cartesiana), por las que puede
venir definida una misma cénica. Ademas completamos el estudio con las diferentes
representaciones que se pueden realizar de las conicas, desde su construccidn con regla
y compas, con papiroflexia, seccionando un cono, o0 su representacion analitica, hasta
ver la cantidad de ejemplos de la vida real en las que intervienen.

Sin duda, otro procedimiento interesante para llevar en el estudio de las coénicas es el
estudio de posiciones relativas, tanto entre algunas conicas como entre conicas Yy rectas,
gue nos permitira definir los conceptos de recta tangente y recta normal a una conica.

A pesar de todo, el estudio recoge en rasgos generales todo un arsenal de conceptos
relacionados que se comentaran a continuacion.

A la hora de interpretar, manipular y establecer relaciones con las conicas llevamos a
cabo diferentes procedimientos que podriamos agrupar en cuatro categorias generales:

Origen
Entender, interiorizar y abstraer el origen geométrico de las curvas conicas como

secciones del cono y como lugar geométrico a través de:

= Visualizaciones.

= Manipulacion directa con el cono.

» |nterpretacibn de las relaciones entre cada figura y &ngulo de cada
seccion.

» |nterpretacion y relacion de cada idea de lugar geométrico con la conica asociada
(construccion y manipulacion con geogebra).

» Asociacion de esta idea con fendmenos de la vida (lampara conica, problema del
jardinero).

Formula
Establecer relaciones y caminos entre las distintas representaciones da cada figura.
Resolucion de problemas analitico-graficos.

» Representacion de una conica a partir de ecuacion polar o analitica.

» Paso de una representacion simbdlica a otra (polar-analitica y viceversa).
» Deduccién de ecuaciones a partir de la grafica.

= Diferenciacion del tipo de cénica a partir de su férmula.

= Resolucién de problemas de construccion a partir de diferentes datos.

» |dentificacion de puntos notables (centro, focos, vértice,..).
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» Relacion de distintas figuras con sus propiedades (excentricidad, asintotas).
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Conicas y rectas
Construir 'y relacionar rectas notables asociadas a las conicas.

= Calculo de recta tangente y normal a partir de la ecuacion simbdlica.
= Comprensidn de las posiciones relativas entre recta y conica.
» Representacion de la idea de tangencia, asi como la de secante y la de exterior.

Resolucion de problemas
Resolucién de problemas métricos y geométricos.

= Construccion de una conica a partir de informacién meramente verbal o textual (a
través de la idea de lugar geométrico). Bien se graficamente o con el ordenador.

= Observacion mediante el calculo y la resolucion de problemas aquellas cuestiones
que se simplifican a través  del uso de las conicas.

Como hemos visto hay diversos procedimientos implicados y de diverso tipo. Tiene un
gran peso la parte analitica pues en el trabajo con conicas una gran parte del trabajo se
hace a través de su formula. La parte visual, geométrica e interpretativa es también un
ingrediente fundamental y aquellos procedimientos que permitan relacionar unos
conceptos con otros (resolucion de problemas) y los que permitan relacionar los
conceptos con situaciones reales y tangibles (aplicaciones).

¢, COMO PUEDEN RECONOCERSE?

Una vez contestadas las preguntas anteriores cabe preguntarse coOmo se pueden
reconocer o representar las cénicas. Hay varias formas de representar a las conicas y las
que hemos seleccionado para el nivel que corresponde a este tema son: simbdlica,
numeérica, tecnoldgica, manipulativa y grafica. Los sistemas que se presentan a
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continuacion no son aislados o independientes. Todos ellos esimamente
relacionados. Ejemplificamos en el caso de la e

Simbdlica

Este sistema de representacion se basa en la identificacion de una conica a tra
ecuacion. Esta ecuacion puede ser de tres -

= Ecuacioén general
= Ecuacion polar
= Ecuacion cartesiana

Estos tres tipos de ecuaciones no son independientes, podemos pasar de u
haciendo unas simples transformaciol

Para la elipse:

> Ecuacién general:

Bx2+t§*}r2+ Day+ Fx+Gy+H=0.
con la condicion de

> Ecuacion cartesiar
IQ yE
2Tl
> Ecuacion polar:
(6) = a(l — €?)
p 14+ ecosd
Numérica

Una cénica se puede representar de forma numérica a través de dos maneras
mediante:

Una matriz. Esta forma esté intimamente ligada con la ecuacion general de una
por tanto con la forma simbalic

La relacibn que las coénicas tienen con sus elementos asociados (focos,

excentricidades,...)
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Concretamente, la forma matricial

donde
b F &
Gpg THe Ay T B Ay =0 ap=ay = ap=ap = A =y =
Para ladlipse:
1+3x+2y+x2—4x}!+7y2=[],

1 E 1
2 1
(1 X y) % 1 -2 [x]ﬂ
1 -2 7 y

La relacion que la elipse tiene con elementos asociados es:

Si representamos por 2 a la longitud del hilo que hemos considerado para di
elipse, podemos hallar la medida de algL
elementos de la elipse y las relaciones entre ¢
Consideraremos que 2 b representa la longitu
eje menor, es decir, que CD = 2 b, y que
representa la distancia focal, es decir, F1FZ
Puesto que A es un punto de la elipse, se ve
que AF1 + AF2=24a,ycomo AF1 =B F2, se ti
que:

AB=BF1+AFl=BF1+BF2=2
Luego la longituddel eje mayor es: AB= 2 D

Puesto que C es un punto de la elipse, se verifica que CF1 + CF2 =2 a, y !
también es un punto de la mediatriz del segmento F1 F2, cumple que CF2 = C
pues:

CF2+CF1=CF2+CF2=2=> CF2 =a
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Observemos que en la figura el triangulo COF es rectangulo, luego podemos afirmar
que:
a’? = b% + ¢?

Al variar la distancia focal, manteniendo constante el semieje mayor a, varia el
achatamiento de la elipse. Este se mide mediante un numero que se denomina
excentricidad definido como el cociente entre la semidistancia focal y el semieje
mayor:

e = —
a

Gréfico
La representacion grafica de la elipse se puede abordar desde dos perspectivas distintas:

» Como representacion plana. Este tipo de representacion estd muy ligada a la
representacién numérica a través de sus elementos.

» Como seccion de un cono. La conica se representa a partir de la seccion de un
cono mediante un plano. Variando la inclinaciéon de este podemos conseguir las
cuatro conicas.

Representacion gréafica plana de la elipse

B

= Sean Fy F'los focos de la elipse.

= Ladistancia de F F' se llama distancia fogak designa por 2c.

= El punto medio O del segmento FF' se llama centro de la elipse.

= El segmento BB' mediatriz del segmento FF' se llejeanenory su longitud es
2b.

= El segmento AA' se llama eje mayd® la elipse y su longitud es 2a.

= Los segmentos PF y PF' se llaman radios vectpsssuma es igual a 2a.

= Los semiejes a, b y c de la elipse forman un triangulo rectangudra ¢

. C .. .
= El cocientee = — se llama excentricidad de la elipse.
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Representacion espacial de la elipse como seccién del cono

Manipulativo

Una de las maneras con la que podemos abordar la representacién de las cénicas es de
forma manipulativa, esto es, utilizando las herramientas necesarias podemos representar
cualquiera de las cuatro conicas. Los métodos seleccionados en este caso son:

* El cono de madera. Este material manipulativo permite obtener las conicas como
secciones del cono. El cono tiene las secciones que dan lugar a las cuatro cénicas.

* Problema del jardinero. Utilizando dos palos y una cuerda de longitud fija,
podemos representar a la elipse.

» Papiroflexia. Podemos representar a las cuatro coénicas utilizando Unicamente
papel. Las propiedades de simetria y reflexion de éstas, permiten obtener de forma
aproximada sus representaciones mediante pliegues de un papel.

* lluminacion. El uso de una lampara con tulipa circular o el uso de una linterna
junto con una superficie esférica como puede ser un balén nos permite representar
a las conicas mediante sombras variando la posicion de la luz con respecto al
objeto.

Para la elipse, tenemos:

» Construccion de ésta con el método del jardinero:

Para dibujar la elipse en la tierra, ha puesto dos estacas en el suelo separadas una cierta
distancia y esta utilizando una cuerda con sus extremos unidos. El jardinero tensa la
cuerda con las dos estacas y una vara que sujeta con la mano y dibuja la elipse creando
un surco con la vara mientras se asegura de que la cuerda siempre forma un triangulo:
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» Papiroflexia

Podemos construir las diferentes conicas con un simple papel haciendo uso de la
papiroflexia. En particular, para formar la elipse debemos seguir los siguientes pasos:

1- Tomamos un papel y dibujamos en él una circunferencia lo mas grande posible.
Utilizaremos un rotulador para que pueda verse al trasluz.

2- Pintamos un punto dentro de la circunferencia pero procurando que quede lejos
del centro de la misma.

3- Plegamos el papel de manera que, mirando a trasluz, hagamos coincidir un punto
de la circunferencia con el punto pintado dentro de ella.

4- Marcamos bien la linea de pliegue y abrimos el papel. Repetiremos esto varias
veces con distintos puntos de la circunferencia. Cuantas mas veces, mejor.

5- Después de haberlo hecho suficientes veces, abrimos de nuevo el papel y vemos
que los pliegues perfilan una elipse en la que el punto que dibujamos es uno de los
focos y el centro de la circunferencia el otro.

» Cono de madera

Nos referimos a un material consistente en un doble cono de madera al que se le van
quitando piezas y podemos ir visualizando las diferentes cénicas. Puede ser algo
parecido a lo siguiente:

Pagina 61



Las secciones conicas conocidas como # El corte vertical, paralelo al eje vertical del
circunferencia, elipse, hipérbola y parabola son cono, genera una hipérbola.

generadas a partir de cortes en dislintos planos A

de un cono. Hiprbola
)‘EI corte horizonial, paralelo a la base del cono,

genera una circunferencia.

‘ Circunferencia

}‘EI corte diagonal, paralelo a uno de los lados
del cono, genera una parabcla.

o : Parabola.
»El corte diagonal, respecto del eje horizontal
del cono, genera una elipse.

Todas estas curvas son llamadas cénicas y se

Elipse estudian en la geometria analitica, siendo utiles
para el anadlisis de las orbitas de los planetas, la
trayectoria de los proyectiles y el calculo de
areas.

> Sombras

Otro proceso sencillo y bastante accesible para ver coénicas es mediante sombras. Si
tomamos, por ejemplo, una pelota y una linterna, segun la direccidon en que alumbremos
la pelota podemos ve las diferentes conicas.

En la siguiente figura se muestra como podemos ver una elipse:

=

Tecnolbgica

Los programas informaticos actuales son de gran utilidad para la representacion de
conicas. Son muchas las formas en que podemos representar una conica en estos
soportes:

Simbdlica Introduciendo algunas de los tres tipos de ecuaciones.
Numeérica.Indicando cual es la matriz o los elementos de la conica.
Grafica.Representando directamente la conica.
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Los programas que podemaos utilizar para ello son, entre otros, los siguientes:
Geogebra

Cinderella

Cabri

Mathematica

Para la elipse tenemos:

> Video de youtube

En el siguiente enlace podemos ver un video de la construccion de una elipse con regla
y compas:
http://www.youtube.com/watch?v=1c8WKA2yUVE

» Geogebra

Con este programa podemos construir una elipse teniendo en cuenta sus propiedades,
sobre todo, que la suma de la distancia de cualquier punto a los focos es constante:

[C‘ GeoGebra - Ellipse_Tangenten.ggb [l.E:I]
Datei BHearbeiten Ansichi Einstellungen Fenster Hilie

DEEECRAESE s

i Frese Objekie

2 A=-E2 27

& ell: 9% « 16 = 144
i Abhangige Objekle

& F1 = [-2J65, O)

@ Fg._- 265, 0)

@ ay= 0.5 + 312

@ hey= 3 An-8.92

4 CAREx « 3y = 144

ha

S,

K."q
WIS

Madus: Palae oder konjugiener Durchmagsar . ¥iy=1:1

Ademas, existen hojas dinamicas en las que podemos mover los focos y ver lo que
ocurre, como por ejemplo en la siguiente pagina:

http://centros5.pntic.mec.es/ies.victoria.kent/Rm€&JISimulaci/Elipse/Elipse.html

Como se menciond al principio todos estos métodos de representacion estan
relacionados. El siguiente esquema muestra las posibles representaciones de las cénicas
junto con las relaciones existentes entre ellas.
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Sistemas de representacion

Numérico

|

Relacionar cénicas
con los valores de
sus elementos
asociados (foco,
excentricidad, etc.)

_

» | Tecnoldgico

Manipulativo

Simbolico | « :
<+
“ -
<« e | Matriz
4—!‘
Ec. |
Cartesiana i
o reducida -«
Grafico
Representacion Seccién
plana A .
cénica

Linterna,
balén.

Geogebra
Cinderella

Cabri

Mathematica

/

Cono madera

Papiroflexia ‘

Problema
jardinero

¢ PARA QUE SIRVEN?

En la figura siguiente mostramos las relacioneschasntre algunas subestructuras
matematicas de las conicas y diversos fenOmenos y campos de problemas en los que
aparecen dichas subestructuras organizadas por tipo de situaciones.
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FEHOMEMOLOGIA DE LAS CONICAS

Subestructuras Matematicas Situaciones

CIENTIFICA

LUGAR GECMETRICO

SECCION DE UN CONO . Movimienio circular
Mo

AN AIADATE (i i P T
- O iento armonico smple

T 1] il AR P

PROPIEDADES DE REFLEXHY

FORMA: APARIENCIA ESTETICA

RECTAS TAMGENTE ¥ NORMAL

PROPIECADES METRICAS

CENTRO Y FOCOS

ECUACION AMALITICA

DISTANCIAFOCAL

ESTRUCTURAS MATEMATICAS Circunferancia |

A la hora de estudiar la fenomenologia de las coénicas, y relacionarla con las
subestructuras asociadas, podemos encontrar infinitos ejemplos. En este estudio nos
reduciremos a una muestra por la imposibilidad de enumerarlos todos. La importancia
fundamental de las cénicas reside en el aparato sensitivo del hombre mismo. Su
capacidad de percepcion depende principalmente del ojo. El hombre, es ante todo, una
criatura que mira, y los rayos luminosos que penetran en el 0jo o que de él parten en
direccidn contraria para construir la vision forman un cono. Nos hemos centrado en las
conicas que desde nuestro punto de vista tienen mas interés que son la circunferencia y
la elipse.
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» LA RUEDA

La rueda es un elemento necesario en infinidad de
inventos, tanto antiguos como actuales, desde los
primitivos  molinos, hasta la bicicleta,
motocicleta, automadvil, avién, cosechadora,
tractor, silla de ruedas, etc.

Subestructura asociadiaa equidistancia de todos los puntos de la circunferencia a un
anico punto (centro) permite repartir fuerzas y provocar giros aplicando la fuerza en ese
punto.

Clasificacion Laboral.

> MEDIDOR Y SOPORTE GRAFICO

A través de diversos artilugios la circunferencia nos ayuda a trasladar distancias.
Daremos importancia por encima de los demas al compas, como el utensilio que a
través de arcos de circunferencia y circunferencias completas permite trasladar medidas
prefijadas y servir de herramienta grafica con un sinfin de aplicaciones.

Asi como soporte gréafico para diversas construcciones, desde poligonos regulares hasta
volumenes complejos.
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Subestructura asociadda esencia métrica de la circunferencia. La distancia fija
medible entre el centro y cada uno de sus puntos.

Clasificacion:Laboral, Social (arte).

» ARCO

En el lenguaje cotidiano la palakmao se emplea, por definicion, para hacer referencia

a la porcién de una curva determinada. En definitiva, un arco no es mas que un cierto
segmento de una circunferencia. En ese mismo sentido empleamos el término cuando,
en Arte, hacemos alusion a determinados tipos de arco, como el de medio punto (media
circunferencia) o el de herradura (mas de media circunferencia).

Subestructura asociadda equidistancia y la reparticion de fuerzas, ademas de la
comodidad constructiva de trabajar con su formula analitica. Métrica.
Clasificacion:Laboral, Social (arte y arquitectura).
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» TROQUEL

Un troquel de corte es una herramienta que se instala en una prensa y permite practicar
cortes o perforaciones en laminas, que en la mayoria de las aplicaciones son metalicas.
Un troquel de corte consta esencialmente de uno o varios punzones perfilados segun el
corte que se quiera realizar, y de una matriz, la cual tiene perforaciones en
correspondencia de los punzones.

Subestructura asociadaentro y focos.

= Clasificacion:Laboral.

» RELOJ

Que la mayoria de las esferas de los relojes sean de forma circular no es casualidad.
Repitiendo el uso de la posibilidad de un sc’
centro de giro para llegar a todos los lugares | 62
igual tenemos como muestra este utensilio de mq mzzi

tiempo.

Subestructura asociaddmportancia del centro

Unico de la circunferencia. =
52-xt4x=lD 126630
i

Clasificacion:Laboral, Social y Cientifica.

» MEDIDOR DE ANGULO

La medida de la circunferencia en grado, la
tabulacion de los angulos a partir de ella nos permite
usarla para su medida, a través de distintos utensilios
como por ejemplo el transportador.

Subestructura asociad@dabulacién de la medida de
angulos a partir de la circunferencia

Clasificacion:Laboral y Cientifica.

5] /;» LR
_J-_-lwl----

FiG-2

Pagina 68



» MOVIMIENTO CIRCULAR

Se define movimiento circular como aquél cuya trayectoria es una circunferencia. Una
vez situado el origen O de angulos describimos el movimiento circular mediante las
siguientes magnitudes.

T =

Podemos asociar en este caso las rectas tangentes y normales a la circunferencia como
velocidad del movimiento y aceleracidon centripeta respectivamente.

Subestructura asociadBireccion de movimiento igual a la figura y rectas tangente y
normal en un punto de ella.
Clasificacion:Laboral y Cientifica.

(Igualmente podriamos incluir el movimiento pendular, en arcos de circunferencia y
con similares caracteristicas)

» UN PAR DE CURIOSIDADES

NATURALEZA

La de la circunferencia en la naturaleza es innegable e ineludible, no nos detendremos a
analizar los porqués, solo rescatar que buscando en la natura es raro no topar con
nuestra figura.
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LINEAS DE NAZCA

Existen en el desierto de Atacama, en Nazca y algun otro terreno cercano unos dibujos
de los cuales aun no se sabe el origen, rescato de ellos una imagen con nuestra
circunferencia presente.

LA ELIPSE

La elipse es la curva que describen los planetas en su giro alrededor del Sol, pero, por
razones obvias no podemos verla tal cual. Encontrar elipses a nuestro alrededor,
aparentemente es dificil, pero sélo aparentemente. Vamos a ver a continuacion algunos
ejemplos.

> ARQUITECTURA

Las formas arquitectonicas constituyen, como las pictéricas o las escultdricas, un
lenguaje que contiene la posibilidad de transmitir mensajes.

Para Rudolf Arnheim las formas tienen us
determinado efecto psicolégico sobre quit ..p;g;{de Toros
las contempla, efecto derivado de sEEARSEILLlI
intrinsecas cualidades expresivas. Asf, la |ir MG Al
horizontal comunica estabilidad, la vertical ¢
simbolo de infinitud, de ascension; una vol
ascendente es alegre, mientras que si pof
contrario es descendente comunica tristeza
linea recta significa decision, fuerze
estabilidad, mientras que la curva indic -
dinamismo, flexibilidad; la forma cubice &
representa la integridad, el circulo comuni
equilibrio y dominio, mientras que la esfera
la semiesfera (cupulas) representan la perfeccion.

La elipse, por su parte, al contar con dos centros comunica inquietud, inestabilidad.

7

Y B

Subestructura asociadacos
Clasificacion:publico
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eliptica, normalmente conocidas por el nombre de __i"-‘r{_,
eliptica". Por ejemplo, en Madrid y Bilbao existen plazas \
este tipo. Sin embargo, la plaza de planta eliptica mas fargis.
en el mundo probablemente sea la Plaza de San Pedro ¥
Vaticano.

\ HLLLl
;_1__3

También podemos encontrar edificaciones con planta eliptica. Un ejemplo es la iglesia
del Monasterio de San Bernardo, mas conocido por "Las Bernardas" en Alcala de

Henares. Un templo con una Unica nave y planta eliptica, con cupula del mismo trazado.
En sus muros se abren seis capillas, cuatro de ellas también de planta eliptica, con
diferentes tamanos de sus portadas.

Monasterio de San Bernardo, "Las Bernardas", en Alctd de Henares

Igualmente, se utiliza la propiedad reflectante alelipseen la acustica con el objeto

del disefio y construccion de "galerias de murmullos”: si la forma de la cupula de un
auditérium o de una galeria es eliptica, entonces un susurro o murmullo débil emitido en
un foco no es casi percibido en la mayor parte del salén excepto en el otro foco.

Esto ha sido utilizado en el Salon de las Estatuas del Capitolio de Washington D.C., en
el Tabernaculo Mormén en Salk Lake City, en la denominada "Galeria de los Suspiros”
en el Convento del Desierto de Los Leones cerca de Ciudad de México, y otras
edificaciones.

En el famoso Taj Mahal, construido en el siglo XVII (16301652) en la India por el
emperador Sah Yahan en honor de su esposa Mumtazi Mahall, uno de los maximos
logros de la arquitectura mogol, tiene una galeria de los suspiros en donde anteriormente
a la pareja en luna de miel se le colocaba en los respectivos focos, de tal forma que el
novio murmuraba la frase: “A la memoria de mi amada inmortal”, la cual era solamente
escuchada por su novia situada a una distancia de algo mas de 15 m.

Subestructura matematiddropiedades de simetria de la elipse.
Clasificacion Social.
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» LEYES DE KEPLER

Estudiando una gran cantidad de datos experimentales, Kepler (1571 — 1630) determiné
empiricamente los tres siguientes hechos sobre el movimiento de los planetas conocidos
como las leyes de Kepler:

1. La é4rbita de cada planeta es una elig
con el sol en uno de los focos.
2. El radio vector trazado desde el sol bai
areas iguales en tiempos iguales.
3. Los cuadrados de los periodos de |
planetas son proporcionales a los cubos
los semiejes mayores de la Orbita eliptica.

Newton (1642 — 1727) partiendo de estas tres leyes empiricas y utilizando elementos del
calculo diferencial e integral pudo deducir la ley de gravitacién universal: "la fuerza que

ejerce el sol sobre un planeta es una fuerza de atraccion radial e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia entre los dos centros del sol y del planeta y

viene dada poF = G"r‘—f’ dondem: masa del planet&l: masa del sol y constante de
gravitaciéon universal".

“Los planetas en su movimiento alrededor del Sol describen o6rbitas elipticas en uno de
cuyos focos se encuentra el Sol” (Primera Ley de Kepler, 1609).

En la Fisica, la elipse y la parabola aparecen en muchas leyes importantes. Es, quiza, en
la Mecénica (parte de la Fisica que trata del equilibrio y del movimiento de los cuerpos
sometidos a cualquier fuerza) en donde la encontramos de forma mas inmediata.

En el Universo, el movimiento mas frecuente de estrellas, planetas, satélites, etc. es el
descrito mediante trayectorias elipticas (la circunferencia es un caso particular de
elipse). Esto es asi porque, a grandes distancias y para objetos sin carga eléctrica neta
importante, la fuerza principal que gobierna este movimiento es la Fuerza Gravitatoria.
Fue el gran fisico y matemético Isaac Newton (16421727) quien formuld la Ley de la
Gravitacion que explica los movimientos de los planetas y satélites en el Sistema Solar.
Esta ley redne las tres leyes de Kepler en una sola:

F=cln
R-

en donde:

F = fuerza de atraccion,

G = la constante de gravitacion universal,

My m = las masas del Sol y el planeta y

R = la distancia al foco de la elipse, ocupado por el Sol.
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Ec: Energia Cinética

Ep: Energia Potencia

Si la energia cinética es menor en valor absoluto a la energia potencial, ello quiere decir
que el satélite no tiene la suficiente velocidad como para separarse de la Tierra, su
trayectoria sera, entonces, una curva cerrada: una elipse.

Si la energia cinética es igual a la energia potencial en valor absoluto, la elipse pasa a
ser una parabola; ello quiere decir que el satélite tiene la velocidad justa para abandonar
la Tierra para siempre.

Si energia cinética es mayor en valor absoluto que la energia potencial, entonces, la
trayectoria seria una hipérbola, el satélite viajaria hacia el infinito.

Subestructura asociadacos
Clasificacion:Cientifico

» OTROS

La elipse aparece en otras leyes de la Mecanica, ademas de las que se presentaban al
principio del articulo, quizas no tan importantes o conocidas. La comprension de tales
leyes requiere del conocimiento de ciertos conceptos y magnitudes fisicas: momentos de
inercia, momento angular, velocidad angular, frente de ondas, etc.. Citaré, brevemente,
algunos ejemplos.

Elipses en el movimiento armoénico simple

T Uno de los movimientos mas importantes
. en la Naturaleza es el movimiento

; armoénico simple (MAS), que es un

f——i\\ movimiento periddico, oscilant(?, en

> : torno a un punto, centro de oscilacion.
[ h Por ejemplo: una masa colgando de un
\ A resorte. Si estiramos el resorte y luego lo
- soltamos, la masa empezara a subir y a
bajar en un MAS. En este fenbmeno, nos

encontramos a la elipse en la
representacion del movimiento en el
espacio de las fases, es decir, en la

VV
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representacion de la velocidad del peso (eje Y) frente al espacio recorrido respecto al
centro de oscilacion o de equilibrio (eje X).

Subestructura asociadacuacion analitica.

Clasificacion Cientifico.

Elipse de inercia en el sélido rigido

En el estudio del sélido rigido aparece la llamddigise de Inercia’. Supongamos una
placa a la que podemos hacer girar en torno a ejes de rotacién contenidos en la misma
placa y que pasan por su centro de masas (0 ce
de gravedad, c.d.g.). Los puntos sobre los distin
ejes y cuya distancia al centro de masas
inversamente proporcional al cuadrado de
momento de inercia forman una elipse, la “Elip
de Inercia”. Esta elipse es muy importante pe
determinar la resistencia de los materiales (vig
etc) a la flexiobn. Una barra es mas resistente ¢
flexion en la direccion del eje mayor de la elip:
de inercia de su seccion transversal.

Las flechas representan la carga sobre la viga.
Subestructura asociadacuacion.

Clasificacion:Cientifico.

> PROPIEDAD OPTICA

En geometria plana se demuestra el siguiente resultado: Si se tiene un triangylo ABC
un punto D sobre BC (ver figura 6.5.11), entonces:

AD es bisectriz del angulo.

pac 3B _¢
oC b

B D C Esta propiedad permite construir la normal
y por ende la tangente en un punto
cualquiera de la elipse.

Al unir el puntoP1 de la elipse co®’ y conF, puede demostrarse que la bisectriz del
angulo F'P1F es la normal nn a la curva por P1.
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Esta propiedad se conoce como _la propiedad optica o focal de la glipeee
interesantisimas aplicaciones como en la construccion de conchas acusticas y salas.

Supongamos que la elipse se hace rotar alrededor def@j@ando una superficie de
revolucién e imaginemos un salén cuyos techos y paredes son la superficie anterior.
Cuando una persona habla desde un foco F, puede ser escuchada en el otro foco a pesar
de estar muy lejos del anterior y puede no ser audible en otros puntos intermedios a
causa de que las ondas de sonido chocan contra las paredes y son reflejadas en el
segundo foco y llegan a él en el mismo tiempo ya que ellas viajan el mismo tiempo.

Subestructura asociaddistancia focal.
Clasificacion Cientifico.

» AVIONES
Debido a la resistencia del viento, las trayectorias que realizan los aviones cuando hacen
viajes circulares se vuelven elipticas.

Subestructura asociadagar geomeétrico.
Clasificacion:laboral.

» MESA BILLAR

Tracemos la recta tangente a cualquier conica en cualquiera de sus puntos. En el caso de
la elipse y de la hipérbola, tracemos ademas !ac
rectas que unen dicho punto con los foce
Entonces se demuestra que los angulos (agut
que forman esas dos rectas con la recta tang
son iguales. Otra forma de expresar este hech
gue, si se dirige un rayo partiendo de uno de
focos, al reflejarse en la figura sigue en u
direccién que pasa por el otro foco.
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Subestructura asociadaecta tangente y focos
Clasificacion personal

> FORMAS

Conseguir una parabola y una elipse mediante una lampara:

La parabola La elipse

Clasificacién:Personal
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¢ QUE EXPECTATIVAS DE APRENDIZAJE TENEMOS?

PRIORIDADES DE APRENDIZAJE:

Las prioridades de aprendizaje que hemos escogido para este tema son los siguientes:
1. Identificar las diferentes cénicas no degeneradas

2. Analizar las posiciones relativas y las rectas notables

3. Representar conicas graficamente

A continuacion desgranamos estas prioridades:

| Identificar las diferentes conicas no degeneradas

» Definir lugar geométrico y las diferentes conicas como tales.

« Identificar los diferentes elementos de las cénicas y describir como influyen en la
clasificacion de éstas.

* Relacionar cada coénica con sus distintas ecuaciones y obtener éstas a partir de
varios elementos o propiedades.

» Distinguir las diferentes secciones del cono que dan lugar a las distintas conicas.

Il Analizar las posiciones relativas y las rectas notables

» Hallar la recta tangente a una cénica en un punto de ésta.
» Determinar posiciones relativas entre recta y conica.

Representar conicas graficamente

» Construir graficamente las cénicas usando programas de geometria dinamica.

* Relacionar las ecuaciones de las coOnicas con su representacion grafica y
viceversa.

« Identificar el uso de las conicas en problemas de la vida cotidiana y en la ciencia y
resolverlos.
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Seguidamente hacemos un estudio detallado de las competencias de PISA a las que
contribuye cada objetivo:

PR AJ C M RP R LS HT
1 Definir lugar geométrico v las diferentes conicas como ke 77
tales.
2 Identificar los diferentes elementos de las comikas ¥y
describir como influyen en la clasificacion de éstas. |3y s
3 Relacionar cada conica con sus distintas ecuaciones v
obtener éstas a partir de varios elementos o propiedades. wo| 3¢ P Pl I
4 Distinguir las diferentes secciones del cono que dan lugar a e ¥
las distintas comicas.
PR AJ C M RP R LS HT
5 Hallar la recta tangente vy la recta normal a una conica en
un punto de ésta W | e g
6 Determinar posiciones relativas entre recta y conica. d e < | 5%
PR AJ C M RP R LS HT
7 Construir graficamente las conicas usando programas de % | 3% 1X¢ e
geometria dinamica.
8 Relacionar las ecuaciones de las conicas con su
representacion grafica y viceversa. v | Yo P
9 Identificar el uso de las conicas en problemas de la vida
cotidiana v en la ciencia v resolverlos. v i | ¥% w
| Balance final 14 |4 [3[4[3 [4 ][4 [4 ]

A continuacién, justificaremos brevemente la eleccibn que hemos hecho de las
competencias:

1)

Definir lugar geométrico y las diferentes

PR: Hay que distinguir entre las diferentes conicas y conocer sus diferentes

definiciones
C: Se expresan usando

conicas

ideas

como

tales.

matematicas.
matematicas.

Identificar los diferentes elementos de las conicas y describir como influyen en

la clasificacion de éstas.

AJ: Elabora argumentos de clasificacion de las conicas en base a sus elementos.
C: Describen como influyen los elementos en cada una de las cénicas, qué

caracteristicas les aportan para su clasificacion.
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HT: Usando programas informaticos y juegos, se pueden modificar los
diferentes elementos tras apreciarlos y moverlos para ver qué ocurre.

3) Relacionar cada cénica con sus distintas ecuaciones y obtener éstas a partir de
varios elementos o] propiedades.

PR: Ofrece distintos elementos segun el tipo de ecuacion que nos ofrezcan de
éstos. Debe conocer las diferentes ecuaciones, tanto entre conicas, como las
distintas formas dentro de una misma conica.

AJ: Justifica en qué se basa para establecer relaciones entre conica y ecuacion.
M: Expresan matematicamente un problema y usa procesos matematicos para
resolverlo.

R: Interpretan, relacionan formas diferentes de representacion.
LS: Manejan enunciados Yy expresiones con simbolos matematicos.

4) Distinguir las diferentes secciones del cono que dan lugar a las distintas
conicas

R: Interpretan las diferentes secciones del cono como un sistema mas de
representacion.
HT: Podemos usas las herramientas tecnologicas para visualizar las secciones.

5) Hallar la recta tangente y la recta normal a una conica en un punto de ésta.

M: Expresan matematicamente este tipo de problemas.
RP: Resuelven y plantean problemas sobre las rectas notables asociadas a las
conicas.

LS: Utilizan variables, resuelven ecuaciones, comprenden célculos.

6) Determinar posiciones relativas entre recta y conica.

M: Estructuran y analizan un problema.
RP: Resuelven y plantean problemas sobre posiciones relativas en el plano.
LS: Uso de las representaciones simbdlicas de recta, conica, distancia.
HT: Util para ver la representacién grafica y comprobar el resultado obtenido
analiticamente.

7) Construir graficamente las cénicas usando programas de geometria dindmica.

PR: Tienen que seleccionar los elementos relevantes para la construccion de cada
conica y elegir un meétodo de construccion apropiado.
AJ: Deben justificar por qué eligen un determinado método y argumentar cada
paso que dan.

R: Diferentes formas de representacion.

HT: Conocer y saber utilizar las diferentes herramientas para poder usarlas.
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8) Relacionar las ecuaciones de las cénicas con su representacion grafica y
viceversa.

PR: Deben utilizar conceptos y procedimientos matematicos para establecer la
relacion.

AJ: Justificar los calculos y el método para establecer dicha relacion.
M: Expresen y estructuren matematicamente un problema inicial.

R: Decodifiquen, interpreten  distintas  formas de  representar.

9) Identificar el uso de las cénicas en problemas de la vida cotidiana y en la

ciencia y resolverlos.
C: Expresan ideas acerca de la matematicas.
RP: Resuelven y analizan problemas.

LS: Traducen problemas al lenguaje matematico y luego interpretan el resultado
matematico dentro del contexto del problema.

¢ QUE LIMITACIONES PUEDEN SURGIR EN EL PROCESO DE
ENSENANZA-APRENDIZAJE?

En el estudio de este tema, las mayores dificultadéscalizan en diferentes ambitos.

Por un lado, existen numerosas y diferentes representaciones para un mismo concepto
que se interrelacionan entre si. Por otro lado, deben tener un cierto grado de desarrollo
de la visién espacial ya que ayuda bastante a la comprension de los contenidos y
procedimientos que se llevaran a cabo para la consecucion de los objetivos. Hay que
sefalar también que se necesita una cierta soltura a la hora de realizar célculos
algebraicos, ya que estaran presentes en el desarrollo de la unidad.

En el siguiente cuadro mostramos los errores y dificultades que creemos que pueden
surgir, seflalando su relacion con los objetivos anteriores:

Pagina 80



ERRORES Y DIFICULTADES OBJETIVOS
ASOCIADOS

1. Mo reconocer las conicas como secciones del cono. 1v4

2. Mo percibir 1a presencia de las conicas en la vida y o
naturaleza.

3. Dificultad para identificar los elementos de la conica 27v8
en su representacicn grafica.

4. Desconexion entre los distintos sistemas de 34568v0
representacion.

5. Incapacidad de identificar problemas relacionados con 56v9
comicas v resolverlos.

§. Manejo inadecuado de caleulo v de expresiones 2356v9
algebraicas.

- Falta de visidn espacial. l456v9

8. Deficiencia de conceptos geometricos previos 36v7
{distancias, recta normal, perpendicularidad, ..}

SECUENCIACION

Hemos organizado las tareas en el siguiente orden atendiendo a su complejidad y
entendiendo que no completan las labores practicas necesarias para abarcar todo el tema
y que es necesario y posible intercalar otras de diversos tipos para ello.

Proponemos la siguiente secuenciacion:

> TAREA 1:

Halla la ecuacién que cumplen todos los puntos cuya distancia al origen de coordenadas
es 5.
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> TAREA 2:

Estudiar la posicion de la circunferencia @:4y? —6x —4y — 12 =0
con respecto de cada una de las rectas:
:3xr-4y—-26=0
:5xs5-8y+60=0
t:3x—4y-1=0

¢COlmo has llegado a la soluciéon?

> TAREA 3:

Asocia cada una de las siguientes ecuaciones a una de las graficas que se dan a
continuacion, justificando dicha relacion:
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> TAREA 4:

La orbita que describe la Tierra alrededor del Sol es una cénica de excentricidad 0.017 y
semieje mayor 149.60 millones de kilometros. Calcula:

a) La longitud del semieje menor.

b) Sabiendo que el Sol esta situado en uno de los focos, halla la maxima y la
minima distancia que lo separan de la Tierra.

Esquematicamente,
Tareal—>Tarea 2 -> Tarea 3 -> Tarea 4

El porqué de ésta y no otra eleccion responde a razones de contenido, de tipo cognitivo
asi como funcionales, ya que tras un detallado estudio, hemos llegado a la conclusion de
que dicho orden se ajusta, de manera bastante adecuada, a cada uno de esos tres
criterios.

Los contenidos

Desde el punto de vista de los contenidos, el aprendizaje de las cénicas comienza con la
idea de lugar geométrico, continda con el analisis de la circunferencia y sus posiciones
relativas con respecto a una recta y posteriormente se presentan el resto de cénicas, sus
elementos y propiedades (secuencia de contenidos extraida de libros de texto para 1°
Bachillerato de Anaya y para 2° Bachillerato de Guadiel). Es natural entender que la
generalizacion a traveés de la resolucion de problemas es posterior a la exposicion de las
bases del contenido.

En virtud de los procedimientos estamos pasando de un ejercicio sencillo en célculos a
otro algo mas complejo pero mecénico y que afiade interpretacion a la actividad de
calculo. En la tercera tarea cabe destacar que posee distintas vias de trabajo para
encontrar soluciones, incluyendo célculos, dominio en el uso de las propiedades de las
conicas Yy relaciones entre diversos sistemas de representacion. La tarea final se basa en
la aplicacion fisica de los contenidos, con procedimientos de interpretacion, aplicacion y
calculo.

Podemos destacar aqui que las tareas siguen un orden creciente de complejidad
empezando con una tarea de reproduccién ya que se trata de calculos y procedimientos
rutinarios, siguiendo con dos de conexion debido a que se trata de interpretar y
solucionar problemas estandar y terminando con el problema de la 6rbita de la Tierra
que es de reflexion puesto que requiere una interpretacion y comprension mas profunda.

Las tareas abordan diversos objetivos especificos de nuestro tema, por ello, hemos
creido razonable colocar primero aquella que participaba mas del primer blogue de

estos: “identificar las diferentes conicas no degeneradas” (segun los tres bloques en que
los hemos organizado). La segunda tarea trabaja objetivos del segundo bloque: “analizar
las posiciones relativas y las rectas notables”. En la tercera, y a modo de sintesis,
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estamos trabajando objetivos del primer y tercer bloque este Ultimo denominado
“representar conicas graficamente” y en la dltima se trabaja directamente el dltimo de
los objetivos especificos que encontramos en el analisis cognitivo (“identificar el uso de
las cdnicas en problemas de la vida cotidiana y en la ciencia y resolverlos”), ademas de
englobar algunos de los procedimientos y contenidos de los objetivos anteriores.

A nivel de competencias, la secuenciacion, si no completa, engloba un alto nimero de
ellas. Y entendemos natural trabajar en las primeras tareas competencias como Pensar y
Razonar, Representar, Argumentar y Justificar y el Lenguaje Simbdlico tan presente en
este tema y dejar para la tarea final el trabajo de las competencias de Modelizar y
Resolucién de Problemas debido a que se crean modelos matematicos para resolver
situaciones de la realidad.

En cuanto a la deteccion de errores y limitaciones destacar que la tercera tarea ayuda a
reconocer errores de concepto y procedimientos. Ademas, nos permite realizar un
estudio global para evaluar el estadio del proceso ensefianza-aprendizaje. En la cuarta
tarea podemos trabajar directamente con la limitacion tan clara que sufren los
alumnos/as para detectar la presencia de las conicas en la ciencia y en la naturaleza.

Funcionalidad

Por dltimo argumentaremos por qué razones, en lo que a funcionalidad de tareas se
refiere, hemos elegido este orden de secuenciacion. Nos ha parecido beneficioso para el
aprendizaje comenzar con una tarea mas basada en elaborar y construir, para ir asi
descubriendo el tema conjuntamente. Hemos creido oportuno continuar con ejercicios

que sirvan para practicar y ejercitar habilidades y terminar con tareas de sintesis, que en
este caso son de dos diferentes tipos pero ambas requieren ya una idea global de
contenidos y procedimientos.

ANALISIS DE TAREAS

TAREA 1:
Halla la ecuacion que cumplen todos los puntos cuya distancia al origen de
coordenadas es 5.

Objetivos

Definir lugar geométrico y las diferentes conicas como tales (1).

Relacionar cada cOnica con sus distintas ecuaciones y obtener éstas a partir de varios
elementos o propiedades (3)

Relacionar las ecuaciones de las conicas con su representacion grafica y viceversa(8).

Contenidos:
Interpretacion y relacion de idea de lugar geométrico con la conica.
Representacion de una conica.
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Circunferencia.

Sistemas de representacion:
Simbdlico<=> Gréfico.

Situacién/Contexto:
Laboral-Educativa/ Lugar Geométrico

Competencias:
Pensar y razonar

Representar

Complejidad:
Reproduccion

TAREA 2:

Estudiar la posicion de la circunferencia
Cel+y2—6x—4y—12=0
con respecto de cada una de las rectas:

r:3x—4y—-26=0

s:5x—8y+60=0

t:3x—4y-1=0
¢Como has llegado a la solucién?

Objetivos:

Determinar posiciones relativas entre recta y conica.

Contenidos:
Concepto de posiciones relativas.
Determinacibn de las posiciones relativas

Sistemas de representacion:
Simbalico y verbal

Situacion/Contexto:
Cientifica/ Matematico

Competencias:
Lenguaje simbdlico
Argumentar y justificar

Complejidad:
Conexion

entre

recta y

circunferencia.
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TAREA 3:
Asocia cada una de las siguientes ecuaciones a una de las graficas que se dan a
continuacion, justificando dicha relacion:

Objetivos:

Relacionar cada conica con sus distintas ecuaciones y obtener éstas a partir de varios
elementos o propiedades.(3)
Relacionar las ecuaciones de las cénicas con su representacion grafica y viceversa.(8)

Contenidos:
- Clasificacion y propiedades de las conicas.
- Identificacion de la gréafica con las ecuaciones de las coénicas.
- Reconocimiento gréfico y analitico de los elementos.
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Sistemas de representacion:
Simbélico<:> Gréfico

Situacion / Contexto:
Educativa/ Matematico

Competencias:
Argumentar y justificar

Representar
Lenguaje simbdlico

Complejidad:
Conexion

TAREA 4:
La drbita que describe la Tierra alrededor del Sol es una conica de excentricidad
0.017 y semieje mayor 149.60 millones de kilometros. Calcula:

a) La longitud del semieje menor.

b) Sabiendo que el Sol esta situado en uno de los focos, halla la maxima y la
minima distancia que lo separan de la Tierra.

Objetivos:

Identificar los diferentes elementos de las conicas y describir cémo influyen en la
clasificacion de éstas.(2)

Identificar el uso de las conicas en problemas de la vida cotidiana y en la ciencia y
resolverlos.(9)

Contenidos;
- Elipse
- Obtencion de los elementos de la conica
- Identificacion de la cénica a partir de su excentricidad y relaciones métricas

Sistemas de representacion:
Simbdlico

Situacién / Contexto:

Cientifica/ Orbitas de los planetas

Competencias:
Modelizar

Resolver y plantear problemas

Complejidad:
Reflexion
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MEJORA DE LA SECUENCIACION DE ACTIVIDADES

Aunque presentemos una mejora de nuestra secuenciacién anterior, no pretendemos
abarcar todos los contenidos y objetivos especificados en este tema para un nivel de 1°
de Bachillerato, y somos conscientes de que se necesitarian mas tareas para que el
alumnado alcance los objetivos y asimile con mayor eficacia los contenidos.

Hemos mantenido un orden similar en las tareas, Unicamente hemos afiadido una nueva
y modificado las anteriores con idea de mejorarlas pero manteniendo objetivos vy
contenidos. En la mejora se aflade algun objetivo (el uso de las nuevas tecnologias, en la
actividad 2, por ejemplo). En cuanto a la complejidad, ha variado en algunas actividades
(como en la numero 3 al introducir un parametro) pero sigue manteniendo el orden
creciente, empezando con actividades manipulativas y de reproducciéon, continuando
con aguellas de conexion y terminando con la reflexion. El afiadir la tarea manipulativa
esta promoviendo la motivacion del alumnado y trata de provocar un sentimiento de
acercamiento fisico y visual a la carga matematica.

Las funciones se mantienen similares, pero afiadimos mayor amplitud en los
conocimientos, el uso de las nuevas tecnologias y a través de la primera actividad la
funcién de fomentar la interrogacion y el cuestionamiento.

Pasaremos a detallar la nueva secuenciacion propuesta:
Tarea 1. Cdnicas con papiroflexia.
Dibuja un circulo en un papel de radio suficientemente grande y llama al centro

del circulo C. A continuacién marca un punto F diferente de C en el interior del
circulo y elige puntos sobre este como en la siguiente figura:

Ahora haz coincidir cada punto de los anteriores con el punto F, dobla el papel y
sefala el doblez con lapiz. Tu papel ha de quedar de la siguiente forma:
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¢, Puedes seialar en tu folio alguna figura?

Esta actividad, que utilizaremos en primer lugar, sirve de motivacion para la
introduccidn tanto de la idea de lugar geométrico como la de cOnicas. Ademas, también
nos es util para observar los conocimientos previos que nuestros alumnos poseen
sobre el tema.

Este ejercicio intenta despertar en los alumnos la curiosidad por el estudio de las
conicas.

Tarea 2: Lugar geométrico con Geogebra.

Halla el lugar geométrico que cumplen todos los puntos del plano cuya distancia al
origen de coordenadas es 5. Utiliza Geogebra para visualizar este ejercicio usando

el comando “activar rastro”.

¢, Qué utilidad tiene la conica anterior en la vida diaria? ¢Es importante? ¢ Por

que?

Hemos comenzado mejorando la tarea que teniamos propuesta en un principio
cambiando en el enunciado “ecuacion” por “lugar geomeétrico”, pues nos parece mas
adecuado introducir este concepto en la actividad ya que lo vamos a utilizar en la
posterior comprobacion de ésta con Geogebra.

Ademas hemos afadido la representacion de las cénicas mediante herramientas
tecnoldgicas para que el alumno se familiarice con ellas visualmente y reflexione sobre
las posibles aplicaciones de éstas en su entorno mas cercano.

Tarea 3: Posiciones relativas

Obtén el valor de k para que la rectax+y + k = 0 sea tangente, secante o
exterior a la siguiente conicax? + y* + 6x + 2y + 6 = 0. Razona previamente de
gué cobnica se trata.

Esta actividad, ademas de poner en accién los procedimientos de célculo para la

incidencia entre recta y circunferencia, intenta crear en el alumno una idea general y

esclarecedora de la misma, en contraposicién de un mero ejercicio de célculo. Habra

que tener en cuenta que la introduccion de un parametro en la ecuacion general de una
recta aumenta la complejidad.

Tarea 4: Sistemas de representacion y fenomenologia de las cénicas
Relaciona los siguientes elementos vy justifica en qué te basas para establecer dicha
relacion.
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Elipse x-492+(r-2)*=4

Pardbola xP-2x—4y=- / |
Hipérbola / ﬁ%
Circunferencia /},

Es muy intuitiva y visual y ademas ofrece una amplia diversidad a la hrealizarla,
ya que se puede proponer en grupo, para realizarla de forma or.

Implica el conocimiento de las diferentes coénicas, de sus elemento:
representaciones, en definitiva con ella hacemos un estudio global de todo lo g
explicado.

Hemos elegido ésta como mejora porque es una actividad mas completa ya que
otros tipos de representaciones donde se incluyen el uso de éstas en la vida «
Por otra parte es mas compleja ya que todos los elementos que aparecen no
qué estar relacionados, lo cual requiere una mayor refl

Tarea 5: Fenomenologia de las conic

La drbita que describe la Tierra alrededor del Sol es una cénica de excentricid
0.017 y semieje mayor 149.60 millones de kilometros. Calct
a) La longitud del semieje menol

b) Sabiendo que el Sol esta situado en uno de los focos, halla la maxima
minima distancia que lo separan de la Tierr:

Hemos creido conveniente no modificar esta actividad porque la considt
suficientemente completa parl grupo de alumnos al que va dirigida, y creemos
para cualquier otro tipo de problema sobre conicas en el que se pretendan
cuestiones de la vida cotidiana abarcaria conocimientos superiores, y se sald
establecido en el Curriculum Cial y de nuestras intenciones como educac
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